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UebenetEaDgarecht bleibt yorbehalten. 



Ans dem Vorwort znr ersten Anflage. 



Die Elemente der Geojnetrie, welche ich hiermit der Oeffeat- 
lichkeit tlbergebe, enthalten die Grundlehren der sjnihetiicheii 
Geometrie einschliesslich der Trigonometrie. Die gewöhnlich 
durchgeführte Trennung des Stoffes in Planimetrie, Stereometrie 
und Trigonometrie ist hier nicht beibehalten; hauptsftchlich des- 
halb, weil sie mir nicht natürlich und auch praktisch nicht iweek- 
mftssig erscheint. 

An die Darstellung der Lagen -Verhftltnisse knüpft sich die 
Betrachtung der einfachsten Gestalten und damit xosammen- 
hängend die Lehre von der Congruenz und Symmetrie. An diese, 
als einfachste Verwandtschaft, reiht sich die Aehnlichkeit, und 
daran, gleichsam als Anwendung, die Trigonometrie. Die Lehren 
der Gleichheit und der Geometrie des Masses bilden den Schluss 
des Werkes. 

Hinsichtlich der Beweisführung hielt ich die Mitte zwischen 
den ausfUhrlichen Lehrbüchern und solchen, welche die Beweise 
nur andeuten. Die Hauptsätze sind in der Regel ausführlich 
bewiesen, das weniger Wichtige ist in Zusätzen nur angedeutet. 
Aehnliches geschah auch bei den Figuren. Solche Figuren, die 
man sich leicht hinzudenken kann, wurden weggelassen; ebenso 
vermied ich alle überflüssigen Linien, welche die Figur nur 
verwirren. 

An Reichthum des Inhaltes dürfte das vorliegende Buch 
auch von viel umfangreicheren nicht übertro£fen werden. Theorien« 
die nur an und für sich interessant sind, ohne dabei die Einsicht 
wesentlich zu fördern, liess ich ganz unberücksichtigt, üebungs- 
aufgaben fehlen dem Werke fast gänzlich. Die LGsung der 
allgemeinen Berührungsaufgabe sowohl für die Ebene als für 
den Raum ist jedoch durchgeführt, und zwar aus dem Grunde, 
weil sämmtliche in diesem Buche behandelte Theorien der Poten- 
zen, Aehnlichkeitspuncte, Pole, . ., welche gewöhnlich zur neueren 
lometrie gerechnet werden, dabei Anwendung finden. 



IV Vorwort 

Zur Ausarbeitung dieses Buches diente mir ein durch mehr 
als zwölQfthriges Studium gesammeltes Material aus den Werken 
von: Apollonius, Archimedes, Barrow, Bretschneider, 
Carnot, Chasles, Clavius, Commandinus, Grelle, Euclid, 
Feuerbach, Gauss, Gergonne, Grunert, Huyghens, C. 
F. A. Jacobi, Kästner, Klügel, Kunze, LegendrCi Lo- 
batschewsky, Mack, Mascheroni, Möbius, Mollweide, 
J. H. T. Müller, Pappus, Paucker, Poncelet, Ptolemftus, 
Schlömilch, Simson, Staudt, J. Steiner, Tacquet, Tell- 
karopf, Vieta u. A. und den Abhandlungen in den mathe- 
matischen Zeitschriften von Grelle, Grunert und Schlömilch. 
Uebrigens dürfte man wenige Stellen finden, die aus einem der 
angeführten Werke entnommen sind, ohne dass sie eine dem 
Ganzen entsprechende Bearbeitung gefunden hätten. £benso 
wurde auf die Anordnung der Sätze die grösste Sorgfalt ver- 
wendet. 

Mit den BegriiTen des positiven und negativen Sinnes bei 
Strecken und Winkeln kann der AnfUnger nicht früh genug 
vertraut gemacht werden; viele Sätze lassen sich dadurch über- 
sichtlicher darstellen, auch in der Anwendung (Astronomie) leisten 
diese Begriffe treffliche Dienste. Ueberhaupt war ich bemüht 
der Methode der neueren Geometrie — denn dieser verdankt 
doch die synthetische Geometrie ihre ungeheuren Fortschritte in 
den letzten Decennien — möglichst gerecht zu werden und be- 
reits in den Elementen auf diese Wissenschafben vorzubereiten. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Die Aenderungen in der vorliegenden neuen Auflage betreffen 
theik die Anlage des Buches im Grossen und Ganzen, theils die 
Umarbeitungen im Einzelnen. Letztere beziehen sich auf die 
Erweiterung aller zu kurz gehaltenen Stellen, Vermehrung der 
Figuren, und haben daher auf den Plan des Buches keinen 
wesentlichen Einfluss. Von ungleich grösserer Wichtigkeit sind 
die Aenderungen der ersten Art. Diese bestehen in der Ab- 
leitung der beiden Gebilde „Gerade und Ebene*', wodurch eine 
natürlichere Darstellung der Sätze der Stereometrie erreicht wird, 
und in der Vereinigung der „Gleichheit'* mit der „Congruenz 
und Symmetrie**, welche ich vielfach ausgesprochenen Wünschen 
gewiegter Pädagogen zu lieb unternahm. Die Massbestimmungen 



Vorwort V 

der Figuren bilden daher den Schluss der Schrift; selbe, wie 
dies nicht selten der Fall ist, vor die Trigonometrie zu stellen, 
zeigt ein vollständiges Verkennen der Stellung dieser Disciplin, 
welche ausschliesslich zur Erleichterung der Massbestimmungen 
ausgebildet wurde. 

Trotz der Vereinigung von Planimetrie mit Stereometrie, 
hat es keine Schwierigkeit, beim Unterrichte diese Parthien der 
Geometrie getrennt zu behandeln. Für die Vereinigung sprechen 
jedoch gewichtige Gründe. Am üntergymnasium wird der Unter- 
richt mit Stereometrie geschlossen, es lassen sich dann nach dem 
vorliegenden Buche die stereometrischen Sfttze fast als eine 
Repetition behandeln. Dazu kommt noch, dass im Obergjmmasium 
der naturwissenschaftliche Unterricht mit der Krystallographie 
begonnen wird, wo dann von den Lagenverhältnissen räumliche*' 
Gebilde der ausgedehnteste Gebrauch gemacht wird, aiui welchem 
Grunde ein möglichst rasches Eingehen auf die Stereometrie ge- 
wiss erwünscht ist. 

Die Schwierigkeiten, welche sich dem Verständnisse stereo- 
metrischer Sätze entgegenstellen, kann man durch Modelle voll- 
ständig beseitigen. Da die gebräuchlichen Sammlungen gerade 
die für den Untemcht nöthigen Stücke nicht enthalten, so ver- 
«instaltete ich eine Zusammenstellung der wichtigsten Modelle, 
welche sowol die in der niedersten Stufe des Anschauungs- 
Unterrichts vorkommenden Körper, als auch die wichtigsten, auf 
die Lagenverhältnisse und Massbestimmungen bezüglichen Stücke 
enthält. Das Fehlen der letzteren ist die Ursache, warum die 
bisherigen, mitunter höchst reichhaltigen Sammlungen einen ganz 
geringen Nutzen gewähren. Herr 0. Trinker (Fabrikant in 
Graz, Schönaugasse Nr. 23) liefert auf Bestellung die gedruck« 
ten Cartons meiner Modelle*). 

Die Art. 6 bis 12 enthalten die Construction der Ebene 
und der Geraden vermittelst der Kugelfläche sammt ihren daraus 
folgenden Eigenschaften. Sollte diese etwas abstracto Darstellung 
den Anfängern Schwierigkeiten bereiten, so zähle man die Eigen- 
schaften dieser beiden Gebilde unmittelbar auf; selbe sind gewiss 
eben so anschaulich, als die gewöhnliche Definition der Ebene; 
man kann dann in den höheren Classen bei der Repetition auf 
ihre Beweise eingehen. So lange man, wie dies in der Regel 
mit den Anfängen der Mathematik geschieht, über die Schwierig- 



*) Die ganze Sammlung besteht aus zwei Pairthien, wovon die 
Modelle der ersten beim niederen Unterricht zu verwenden sind, die 
der zweiten sich auf die Sätze der Art 1% 28, S», 42, 48, 108, 112, 
180, 184 und 186 beziehen. 



VI Vorwort 

keilen hinwegschlttpfb, leichte Sachen hingegen breit tritt, kann 
man allerdings bei oberflächlichen Leuten die Täuschung einer 
leicht verständlichen und dabei gründlichen Darstellung erreichen. 
Wie schädlich aber ein solches Verfahren ist, davon wissen die 
Lehrer der Mathematik an Hochschulen genug zu erzählen. 

Hinsichtlich der üebunge:i verweise ich auf meine Sammlung 
von ,,üebungen zu den Elementen der Geometrie'^ (Graz, Leusch- 
ner Sc Lubensky, 1876), welche Jtllerdings fast nur Paradigmen giebt. 
In unseren vorzüglichen Sammlungen von Junghans und Gandt- 
ner, Reidt u. A. findet der Lehrer genug Stoff zur Auswahl. 
Lange Zeit schwankte ich, ob ich das in meinen „Uebungen*^ 
enthaltene Material an Lehrsätzen und Aufgaben an den be- 
treffenden Textstellen einschalten sollte. Der Umstand, dass bei 
mehrjährigem Gebrauche eines Buches an derselben Anstalt in 
der Regel sich die Lösungen bei den Schülern vererben, hat 
mich davon abgehalten. Sollten jedoch mit gewichtigen Gründen 
unterstützte Wünsche für diese Einschaltung laut werden, so will 
ich selbe trotz meinen — in massgebenden Lehrerkreisen ge- 
iheilten — Bedenken in einer folgenden Auflage durchführen. 

Die Correcturen dieser Auflage hat mir mein Freund 
A. V. Frank, Professor an der hiesigen Gewerbeschule, besorgt, 
wofür ich ihm meinen innigsten Dank ausspreche. 

Graz, im Mai 1877. 

J« Frischauf. 
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Erstes Bnch. 

Die Gmndgebilde der (Geometrie und deren Lege. 

Einleitende Bemerkungen. 

1. Die Geometrie nimmt ihren Ausgang von der Yorstellang: 
die verschiedenen in unserem Erfahrungsraume vorkommenden 
Dinge (Körper) ohne Rücksicht auf ihre besonderen Eigenschaften 
blos nach dem von ihnen eingenommenen Räume zu betrachten. 
Man kann nämlich die Dinge aus dem Räume wegdenken nnd 
doch den von ihnen eingenommenen Raum festhalten. Man er- 
hält dadurch einen leer gedachten Raum, welcher unverlnderlichf 
unbegrenzt, an allen Stelleu gleichartig, daher auch stetig und 
fortgesetzt theilbar ist. 

Jeder allseitig begrenzte Theil dieses Raumes heisst ein 
Körper. 

Die Grenze eines Körpers heisst dessen Oberfläche, jeder 
Theil derselben wird eine Fläche genannt. 

Die Grenze einer Fläche heisst deren umfang, jeder Theil 
desselben wird eine Linie genannt. 

Die Grenzen einer Linie werden Puncte genannt. 

Da die Fläche Grenze eines Körpers ist, so hat sie zwei 
Seiten, eine gegen den Körper zugewandte und eine von dem- 
selben abgewandte. Dasselbe gilt auch von der Linie und d6m 
Puncte. Diese beiden Seiten werden entgegengesetzte Seiten 
genannt. Puncte, Linien, Flächen und Körper sind die geome- 
trischen Grundgebilde, deren gegenseitige Beziehungen in der 
Geometrie behandelt werden. 

2. Man kann die geometrischen Gebilde auch durch Be- 
wegung erzeugen: 

a) Der von einem bewegten Puncte zurückgelegte Weg iet 
eine Linie. 

b) Der von einer bewegten Linie zurückgelegte Weg iii 
eine Fläche oder eine Linie. 

FriiohAuf, 0«oia«tri«. t. Aufl. 1 



2 Erstes Boch. 

c) Der von einer bewegten Flilche zurückgelegte Weg ist 
ein Körper oder eine Flttche. 

3. Zwei Gebilde, welche sich nur durch den Ort, an welchem 
sie sich befinden, unterscheiden, heissen congruent. Congruente 
Gebilde entstehen dadurch, dass ein Gebilde in irgend einem 
anderen Theile des unbegrenzten Raumes wiederholt gedacht wird. 
Doss die beiden Gebilde A und B congnient sind, wird durch 

bezeichnet. 

Congruente Gebilde können so ineinander gelegt werden, 
dass sie sich decken. 

Umgekehrt: Können zwei Gebilde zur Deckung gebracht 
werden, so sind sie congruent 

Zwei congruente Gebilde A und B können in solche Theile 
zerlegt werden, dass die Theile von A mit den Theilen von B 
einzeln genommen in derselben Ordnung congruent sind. Um- 
gekehrt: 

Zwei Gebilde A und B sind congruent, wenn sie aus con- 
gruenten Theilen in dei^selben Weise zusammengesetzt sind. 

Sind die Gebilde A und B aus congruenten Theilen in be- 
liebiger Ordnung zusammengesetzt, so werden sie gleich ge- 
nannt, und zwar längengleich, flttchengleich oder inhalts- 
gleich, je nachdem die Gebilde A imd B resp. Linien, Flilchen 
oder Körper bedeuten; man bezeichnet dies durch 

A~B. 

Man berücksichtigt hierbei nur die Gleichheit der Quanti- 
tät oder des räumlichen Gehaltes der beiden Gebilde. Ent- 
hält das Gebilde A ausser den Bestandtheilen von B noch an- 
dere, so heisst A grösser als P, und man bezeichnet dies durch 

A> B oder B <A. 

Die beiden Gebilde A und B werden hinsichtlich der Quan- 
tität, rücksichtlich deren man sie imtersucht, gleichartig ge- 
nannt. 

Ist das Gebilde A aus den Theilen il|, il, * * ' '^» zusam- 
mengesetzt, wo Ai '^ A^ '^ ' * • ^= An '^ E isi^ so drückt man 
dies durch 

A'^nE 

aus, und nennt E ein Mass von A^ und n dessen Masszahl. 

Anmerkung. Bei der obigen Uebertragung eines Gebildes 
von einem Raumtheil in einen andern darf sich das Gebilde 
nicht ändern* Man denkt sich daher die Körper als fest, die 
Linien als starr und die Puncte, um ihre gegenseitige Lage zu 
fixiren, durch solche starre Linien verbunden. 
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Ka^relfllche and Kreltllnie« 

4. Werden zwei durch eine starre Linie in feste Verbindung 
gesetzte Puncte Ä und B an die Stelle von iwei anderen Raum- 
puncten Ä' und B' gebracht, so sagt man: die Puncte Ä' nnd 
B' haben gleichen Abstand mit den Puncten A und B. 

Der Inbegriff aller Puncte Jlf, welche von einem gegebenen 
Puncte gleichen Abstand haben, bildet eine Flfiche, welche 
Kugel fläche heisst Dieselbe ist an allen Stellen gleichartig 
und scheidet aus dem Räume einen allseitig begrenzten KOrper 
— Kugel genannt — ab. Der Punct heisst der Mittel- 
punct (Centrum), der unveränderliche Abstand der Halbmesser 
(Radius) der Kugel; letzterer wird durch die Zusammenstellung 
03£ bezeichnet 

Zu jeder Kugelfläche kann man sich aus demselben Mittel- 
puncte eine zweite die erstere einschliessende denken; man sagt 
dann: die zweite hat einen grösseren Halbmesser als die erste. 

5. Zwei Kugelflttchen S und &' mit gleichen Halbmeesem 
und verschiedenen Mittelpuncten und 0\ von denen die eine 
theilweise iimerhalb, theil weise ausserhalb der andern liegi| 
schneiden sich in einer an allen Stellen gleichartigen Linie k^ 
welche eine Kreislinie genannt winL Denkt man sich von 
einem ihrer Puncte, etwa Ä aus, zwei Puncte M und IT nach 
entgegengesetzten Sinne in gleicher Weise bewegt, so treffen 
sie in einem Puncto, etwa Ä'j derart zusammen, dass durch die 
Puncte Ä und A' die Kreislinie k in zwei congruente Theile 
zerlegt wird. In ähnlicher Weise kann jeder dieser Theile wieder 
halbirt werden« Die Kreislinie kann man sich daher aus eon- 
gruenten Stücken bestehend denken. 

Ebene und Gerade. 

6. Es seien und (/ zwei Puncte des Raumes. Beschreibt 
man mit demselben Halbmesser aus und (/ Kugelflächen, so 
heisst der Inbegriff aller Kreislinien der Kugelflächen-Paare, die 
zu demselben, aber fortgesetzt sich ändernden Halbmesser ge- 
hören/ eine Ebene. Für den Beginn beschreibe man das erste 
Paar der Kugelfiächen mit dem Halbmesser 0(/ '^ ffO. Diese 
beiden Kugeln sind von einander verschieden und jede liegt 
theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der anderen, sie schnei- 
den sich daher in einer Kreislinie k. In gleicher Weise schneiden 
sich alle mit grösserem Halbmesser beschriebenen Kugelflächen- 
Paare. Die Flächen-Paare, welche den fortgesetzt kleinem Halb- 
messern angehören, werden sich so lange sdineiden^ bis man auf 
ein Paar kommt, welche nur einen Punct P gemeinsam habeoi 
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d. h. die sich in diesem Pnncte berühren. Die Kugelfliichen- 
Paare, welche zu den kleineren Halbmessern gehören, werden 
keine Puncte mehr gemeinsam haben. 

Die sfimmtlichen Kreislinien, welche die Ebene (St bilden, 
werden von dem Berührungs- Puncte an immer weiter, d. h. 
die folgenden umschliessen immer die vorhergehenden. 

7. Ist A ein. beliebiger Punct der Kreislinie 7^, A' der zu- 
gehörige Halbirungs-Punct, so können die Mittelpuncte und (X 
sammt ihren Kugeln um die ruhenden Puncte A und A' derart 
bewegt werden, dass der Punct nach (/ und der Punct 0' 
nach kommt, dabei fällt die Kreislinie k mit ihrer ursprüng- 
lichen Lage zusammen. Gleiches ist der Fall mit den übrigen 
Kreislinien eines jeden Flächenpaares. Es ändern sich daher 
sftmmtliche Kreislinien also auch die Ebene nicht; d. h. es können 
die beiden entgegengesetzten Seiten der Ebene zur Deckung ge- 
bracht werden. 

8. In jeder Kreislinie eines Kugelflächen -Paares existirt 
(analog mit den Puncten A und A' der Kreislinie k) ein Punct- 
Paar M und M\ welches bei der im vorigen Art. erwähnten 
Bewegung in Ruhe bleibt. Der Inbegriff aller dieser Ruhepuncte 
wird eine gerade Linie oder eine Gerade genannt. 

Jede Gerade ist durch zwei Puncte bestimmt; zwei Gerade, 
welche zwei Puncte gemeinsam haben, fallen in allen ihren 
Puncten zusammen. Alle Geraden sind einander congruent. 

Die Gerade ist eine unbegrenzte Linie. Denn die Halb- 
messer der sie erzeugenden Kugelflächen können unbegrenzt 
wachsend gedacht werden. 

Das zwischen zwei Puncten 31 und N enthaltene Stück der 
Geraden wird eine Strecke genannt und durch MN bezeichnet. 
Die Strecke bestimmt den Abstand der beiden Puncte M und N. 

9. Aus der Eigenschaft, dass man einen Punct A der Kreis- 
linie k durch Bewegung des Kugeis jstems um die Puncte und 
(/ durch die ganze Kreislinie k bis zur Rückkehr in die An- 
fangslage A bewegen kann, folgt: 

a) Die Puncte 0, 0' liegen mit dem Berührungspuncte P 
der Ebene in einer Geraden. Diese Gerade heisst „senkrecht 
auf der Ebene im Puncte P^*, und jede solche Gerade A P heisst 
„senkrecht auf der Geraden OC/ im Puncte P^\ 

Die Ebene wird daher durch Bewegung einer Geraden 
(AP) erzeugt, welche während der Bewegung inuner in dem- 
selben Puncte (P) einer festen Geraden (OCT) senkrecht ist. 

Die beiden entgegengesetzten Bewegungen, welche hierbei 
möglich sind, erzeugen dieselbe Ebene. 

b) Die geradlinigen Verbindungslinien der Halbirungspunota 
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einer Kreislinie (wie A^ A' in der Linie k) liegen in der Ebene (S 
lind werden im Poncte P halbirt; letzterer Punct heisst daher 
auch der Mittelpunct, und. die constante Strecke eines Punctes 
der Kreislinie bis zum Mittelpnncte der Halbmesser (Radius) 
der Kreislinie. 

Die Strecke AA' wird ein Durchmesser (Diameter) ge- 
nannt. 

10. Eind Gerade, welche zwei Pupct« M und N mit einer 

Ebene d gemeinsam hat, liegt vollstftndig in 
^' '' der Ebene. 

a) Sind die Verbindungsstrecken PM 

nnd PN des „Btrtthrungspunctes*^ P der Ebene 

mit den Puncten M imd N einander gleich, 

60 folgt der Beweis unmittelbar durch die 

Umkehrung der Ebene. 

Die Ebene wird daher durch Bewegung der Geraden MN 

erhalten, welche auf den (unbegrenzten) Geraden PM und PN 

derart gleitet, dass immer PM — PN ist 

b) Sind die Strecken PM und PN ungleich, so mache man 
auf der Geraden PM die Strecke PN «» PN und auf der Ge- 
raden PN die Strecke PM" — PM. Würde nun die Gerade MN 
nicht in der Ebene d liegen, so mttsste nach Art. 9, a) auf der- 
selben Seite der Ebene (S auch die Gerade M'N' liegen"*). 
Kehrt man die Ebene um, so dass sie mit der ursprünglichen 
Lage derart zusammenfällt, dass die Puncte 3f und i^ in die 
Puncto M und N fallen, so würde die Gerade M^N m der 
neu^n Lage auf der entgegesetzten Seite der Ebene d fallen. 
Durch die beiden Puncte M und N waren also zwei Gerade 
möglich. 

11. Durch drei Puncte il, ^, C, die nicht 
in einer Geraden liegen, ist eine (und nur eine) 
Ebene bestimmt. 

Denn wären zwei verschiedene Ebenen 
d und d' bestimmt, so würden die drei Ge- 
raden AB^ BCy CA in beiden Ebenen liegen. 
Ist M ein beliebiger Punct der Ebene (E, so 
liegt derselbe entweder auf der durch die drei Strecken AB^BC, CA 
abgegrenzten Fläche oder ausserhalb derselben. Im ersten Falle 
ziehe man die Gerade AM und verlängere sie über 31 in*8 Un- 
begrenzte, dadurch schneidet sie die Strecke BC in einem Puncte, 
etwa 2). Liegt der Punct M mit dem Puncte A auf den ent- 




*) Zum leichteren Verständniis denke man sich die Ebene d hori- 
zontal und die Strecken MN und M'N oberhalb. 



Q Erstes Doch. 

gegengesetstcn Seiten der Geraden BC^ so schneidet die Gerade A31 
die Gerade BC in einem Piincte, etwa D. Die Gerade AD^ 
also auch der Pnnct M^ liegt in beiden Ebenen S und V. 

Zosfttze. a) Jeder Punct einer Ebene kann als der Be- 
rahmngspnnct der beiden KugelflSchen eines die Ebene erzeugen- 
den Kugelsystems (vergl. Art. 6) betrachtet werden. 

b) In jedem Puncte einer Ebene ist eine (und nur eine) 
auf der Ebene senkrechte Gerade möglich. 

c) Zwei in einem Puncte sich schneidende Gerade bestimmen 
eine (und nur eine) Ebene. 

12. Zwei Ebenen (S imd (£', welche durch denselben Punct 
Fig 3 -^ gehen, schneiden sich in einer durch diesen 

Punct gehenden Geraden. 
f Denn zieht man in der Ebene (£ durch den 

Punct A eine Gerade MN^ wobei der Punct A 
auf der Strecke 31 N vorausgesetzt wird, so liegen 
die Theile 211 A und AN auf den entgegenge- 
setzten Seiten der Ebene S\ Ist P ein Punct der 
Ebene S ausserhalb der Geraden 3INy der mit 
dem Puncte 3£ auf derselben Seite der Ebene d' 
liegt, so schneidet die Gerade PN die Ebene (£' in einem Puncte, 
etwa B. Die Gerade AB ist daher die Durchschnittslinie der 
beiden Ebenen S und (i\ 

Anmerkung. In den Art. 4 bis 11 ist die Existenz der 
wichtigsten Gebilde „Gerade, Ebene, Kreislinie, Kugelflüche^* nach- 
gewiesen. Die Gerade ist durch zwei Puncte, die Ebene durch 
drei nicht in einer Geraden liegende Puncte, die Kugelflllche 
durch den Mittelpunct und einen (beliebigen) Punct der Ober- 
fläche, die Kreislinie durch den Mittelpunct und einen (beliebigen) 
Punct des Umfanges in ihrer Ebene bestimmt. Die Beziehungen 
dieser Gebilde zu einander geben den Inhalt der elementauren 
Geometrie, welche in den geometrischen Sfttzen, d. L in den 
Lehrsätzen und Aufgaben ihren Ausdruck finden. Erstero 
sprechen irgend einem Baumgebilde gewisse Eigenschaften zu, 
letztere stellen die Forderung auf, ein Baumgebilde von gewissen 
Eigenschaften zu construiren. Im Wesentlichen ist jedoch in den 
beiden Klassen von Sfttzen kein unterschied, dieser besteht nur 
in der Form der Aussprache. 

Zur practisohen Durchführung der Construotionen in einer 
Ebene bedient man eich des Lineals und des Zirkels. 
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Tob den Streeken und deren Yorieieheu« 

13. Eine jede unbegrenzte Gerade wird durch jeden in ihr 
liegenden Punct in swei halbbegrenzte Gerade getheilt. 

Eine gerade Linie kann von einem Puncto in zwei ent- 
gegengesetzten Richtungen durchlaufen werden, die eine dieser 
Richtungen heisst man die positive, die andere die negative. 
Niiumt man auf diesen Gegensatz der Richtungen Rücksicht , so 
versteht man unter dem Ausdrucke AB den Werth der zwischen 
A und B enthaltenen Strecke positiv oder negativ genommen, 
je nachdem man vom Puncto A nach B in i>ositiver oder nega- 
tiver Richtung gelangte Zufolge dieser Bezeichnung ist BA 
= — ABj also 

AB + -Bii = 0. 

14. Zwei Strecken AB und CD derselben Geraden sind 
eiuander gleich, wenn durch Verschiebimg der einen, etwa AB^ 
die Puncte A und C, B und I) zusammengebracht werden können; 
also die beiden Strecken durch Verschiebung der einen zur 
Deckung gebracht werden können. Die beiden Strecken müssen 
daher in Grösse und Richtung übereinstimmen. 

Um die Summe zweier beliebiger Strecken derselben Geraden 
zu erhalten, denke man sich die eine Strecke derart verschoben, 
dass das Ende der ersten Strecke mit dem Anfang der zweiten 
zusammenfUllt; die zwischen dem Anfang der ersten und dem 
Ende der zweiten Strecke enthaltene Strecke (der neuen Lage) 
stellt die Summe der beiden Strecken vor. Daraus folgt: Ist O 
ein beliebiger Punct der Geraden AB^ so ist 

AB + BC'^AC, 
also 

AB + BC+CA'^O. 

Bei zwei Geraden ist die positive Richtung der einen im^ 
Allgemeinen unabhängig von der der anderen. 

Vom Strahlenbfischel. 

15. Eine durch einen Punct S gehende unbegrenzte Gerade 
wird ein Strahl genannt. 

Der Inbegriff aller durch den Punct S gehenden Strahlen 
heisst ein Strahlenbüschel; der Punct S heisst Mittelpunct. 
Jeder Strahl wird durch den Mittelpunct in zwei Halbstrahlen, 
von welchem jeder die Ergänzung des andern heisst, und das 
ganze Strahlenbüschel in zwei Halbstrahlenbüeohel getheilt 

Je zwei Strahlen liegen in einer Ebene. 
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Liegen eämmtliche Strahlen in einer Ebene, so erhUlt man 
ein ebenes Strahlenbüschel. Ein solches wird erhalten, in- 
dem man in einer Ebene durch einen bestimmten Punct S (den 
Strahlenmittelpunct) nach allen Richtungen Gerade zieht. 

Von «lern ebenen Winkel« 

16. Eine stetige Lagenllnderung einer Geraden, wobei einer 
ihrer Puncte unverändert, d« i. fest bleibt, wird eine Drehung 
genannt Ist in einer Ebene ein (fester) Halbstrahl a gegeben, 
und denkt man sich einen zweiten Halbstrahl h um den Strahlen- 
mittelpunct gedreht, so bildet der bewegliche Halbstrahl b in 
jeder Lage mit dem festen Halbstrahl a einen Winkel. Da 
der bewegliche Halbstrahl durch fortgesetzte Drehung aus der 
Anfangslage a in die Endlage h gcbi*acht werden kann, so kann 
der Winkel auch als Grösse betrachtet werden. Der Winkel der 
beiden Halbstrahlen (C und b wird durch (a, &) bezeichnet. Diese 
Drehung des beweglichen Halbstrahles b kann so lange fort- 
gesetzt werden, bis derselbe mit dem festen Halbstrahl a wie- 
der zusnmmenfUllt, wodurch die ganze unbegrenzte Ebene durch- 
laufen wird. Diese Drehung kann in zwei entgegengesetzten 
Richtungen vollbracht werden; die eine Richtung heisst man die 
positive, die andere die negative. Nimmt man auf diesen 
Gegensatz Rücksicht, so versteht man unter dem Zeichen (a,&) 
den Werth des von den Halbstrahlen a und b bestinmiten Win- 
kels, positiv oder negativ genommen, je nachdem man vom Halb- 
strahle a nach dem Halbstrahle b durch eine positive oder nega- 
tive Drehung gelangt. 

In diesem Sinne ist 

(«,f.) + (6,a) = 
und, wenn c einen beliebigen Ualbstrahl bedeutet, 

(«,&) + (^c) + (c,a) = 0. 

17. Nimmt man keine Rücksicht auf diesen Gegensatz der 
Drehimg, so dass also (ct^b) »^ {b^a) ist, so werden die beiden 
Halbstrahlen, welche den Winkel bilden, Schenkel, ihr Durch- 
schnittspunct Scheitel oder Spitze des Winkels genannt. Der 
Winkel wird dann auch dadurch bezeichnet, dass man den Scheitel 
und einen beliebigen Punct jedes seiner Schenkel mit einem Buch- 
staben bezeichnet und diese in der Ordnung anschreibt, dass der 
Scheitelbuchstabe in der Mitte steht. Häufig wird nur der Schei- 
tel mit einem Buchstaben bezeichnet, oder in den Raum zwischen 
beiden Schenkeln in der Nfthe 'des Scheitels ein solcher gesetzt. 
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Zwei Winkel, welche in eine solche Lage gebracht werden 
können, dass ihre Scheitel nnd Schenkel zusammenfallen, werden 
gleich genannt 

18. Zwei zuBammenfallende Halbstrahlen bilden den Null- 
winkel. Dreht man den einen Halbstrahl um den Mittelpunct, 
80 wird der Winkel immer grösser; setzt man die Drehung so 
lange fort, bis beide Halbstrahlen (in entgegengesetzter Richtung) 
in eine Gerade fallen, so bilden sie einen gestreckten Winkel 
Wird die Drehung noch weiter fortgesetzt, so werden zuletzt 
beide Halbstrahlen in derselben Richtung zusanunenfallen und 
einen vollen Winkel bilden. Die beiden Halbstrahlen desselben 
Strahles bilden also einen gestreckten Winkel. 

Schützt man den Winkel nach der Grösse der Drehung, so • 
ist ein voller Winkel das Doppelte des gestreckten. Ein Winkel, 
der kleiner ist als ein gestreckter, heisst ein hohler (concaver) 
Winkel; ein Winkel, der grösser ist als ein gestreckter, heisst 
ein erhabener (convexer) Winkel. 

19. Zieht man aus dem Scheitel eines gestreckten Winkels, 
einen Halbstrahl m, so wird er dadurch in zwei Winkel getheilt| 
welche in einerlei Ebene liegen und Nebenwinkel heissen. 

Sind die beiden Nebenwinkel von gleicher Grösse, so wird 
jeder ein rechter genannt, und gewöhnlich mit S bezeiclinei. 

Ein hohler Winkel, welcher kleiner oder grösser als ein 
rechter ist, wird bezüglich ein spitzer oder stumpfer Winkel 
genannt. 

Anmerkung. Um die Winkel bequem durch Zahlen aus- 
zudrücken, nennt man den 90. Theil des rechten Winkels einen 
Grad, den 60. Theil des Grades eine Minute, den 60. Theil 
der Minute eine Secunde, und bedient sich der Zeicjien 

® für Grade; ' ftbr Minuten; " für Secunden. 

20. Zwei Strahlen bilden (von einem Halbstrahl an herum- 
geztthlt) vier WiükeL Sind a und b zwei Halbstrahlen, a und h' 
ihre Ergänzungen, so sind diese Winkel: 

"'««• («,6), (6,«'), (a-, 6'), (*'.«). 

. > Dab«i ist 

- . J^ , (a,6)H-(6,a')-2Ä 

~;^ (*,a)+(a>')-2Ä, 

* also (<*i^) ■* («'?^')i u, s. w. 

Die Winkel (a,&) und (5, a'), u. s. w. sind NebenwinkeL 
Die Ergänzungen zweier Halbstrahlen bilden also einen glei- 
chen Winkel wie die Halbstrahlen; jeder dieser Winkel 
der Scheitelwinkel des anderen« 
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Tob den pamlloleB Geraden« 

21. Sind in einer Ebene zwei Gerade AB iind A'B' ge- 
geben, 80 bildet eine dritte, die zwei ge- 
gebenen Geraden schneidende Gerade 3£N 
an den Durchschnittspnncten C und C' acht 
Winkel: a, 6, «, ß; a\ b\ a\ ß\ 

Findet zwischen den obigen acht Win- 
keln irgend eine der zwölf Gleichungen: 




« = a 


a^ß' 


a-f« — 2Ä 


6-6' 


6-«' 


b + ß'='2Jt 


«■»»«' 


« — 6' 


« + a' — 2 Ä 


ß^ßT 


/J-o' 


ß-\-h'~'2B 



statt oder nicht, so ist dies, wie aus Art. 20 unmittelbai* folgt, 
auch mit den übrigen elf Gleichungen der Fall. 

Im Falle des Stattfindens dieser Gleichungen schneiden sich 
die beiden gegebenen Geraden, wie weit man sie auch nach 
ihren beiden Riehtungen verliingem mag, nicht. 

Denn ist: a ■» b' und ß >» a\ so kann man das Gebilde 
BCCTB" so auf das Gebilde ACC A' legen, dass die Segmente 
C(f und (fC sich decken und die halbbegrenzten Geraden 

CA und CBT 

CA' „ CB 

zusammenfallen« Würden sich nun die Gei*aden CA und CA' 
schneiden, so müssten sich auch CB und C'B^ schneiden; d. h. 
AB und AB' würden zwei Pimcte gemeinschaftlich haben, also 
zusanunenfallen. 

Zwei solche Gerade heissen parallel zu einander, man 
bezeichnet dies durch 

AB II CD. 

Der zwischen zwei parallelen Geraden enthaltene Theil der 
(unbegrenzten) Ebene heisst ein Streifen. 

^ 22. Zur Erläuterung des BogrilTcb 

der parallelen Geraden denke man sicli 
N^ / in einer Ebene eine Gerade a und einen 

r* ' * ausserhalb der Geraden liegenden Punct -B, 

Vv welcher als Mittelpunct eines Strahlen- 

\ \v büschels betrachtet wird. Zieht man 

— \ — jp ^^™ Puncto B die Senkrechte BA auf 

'' "* ^ die Gerade a, so zerfallen die Strahlen, 

welche die Gerade a schneiden, in zwei Classen, je nachdem der 

Durchschnittspunot auf der einen oder entgegengesetzten Seite 
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des Pnnctes A liegt. Denkt man sich einen Halbstrahl aus der 
Anfangslage BA fortgesetzt gedreht, so erhltlt man anf der 
(leraden a Puncto ^|, ^, . ., deren vom Puncto A gezfthlte Ent- 
femungcn fortgesetzt wachsen; zuletzt verschwindet der Durch- 
schnittspunct, und bei fortgesetzter Di*ehung schneidet die Rttck- 
verlilngerung des bewegten Halbstrahles die Gerade a in einer 
Punctreihe ^/, ^/, . ., welche mit den Puncten A^^ A^^. . auf 
der entgegengesetzten Seite des Pnnctes A liegt. Man kann 
daher die Parallele b zu einer Geraden a auch als die gemein- 
same Grenze der beiden erwähnten Classen von Strahlen , in 
welche das Strahlenbttschel zerfällt, betrachten. 

Die Parallele b zur Geraden a wird am einfachsten so con* 
struirt, dass man im Puncto B einen Strahl b senkrecht auf 
die Gerade BA zieht. 

Dass kein zweiter Strahl existirt, welcher die Gerade a 
nicht schneidet, lehrt die Uebereinstimmung der aus dieser Vor- 
aussetzung gemachten Folgerungen mit der Erfahrung. 

Aus diesem Satze und dem Satze, dass eine Gerade durch 
zwei Puncto bestimmt ist, folgt: Zieht man durch den Punct B 
die Gerade 6 || a; bedeuten ^|, B^^ . . beliebige Puncto der Ge- 
raden 6, femer A^^A^^.' beliebige Puncto der Geraden a, so 
t»ind die Parallelen zur Geraden a durch die Puncto A^, i/,, . • 
mit der Geraden b und die Parallelen zur Geraden b durch die 
Puncto A^yA^^.. mit der Geraden a identisch. 

Der Parallelismus zweier Geraden ist daher immer gegenseitig. 

Anmerkung. Die Pai*allele b zur Geraden a wird erhalten, 
indem man den Durchschnittspunct des bewegten Halbstrahles 
mit der Geraden a vom Puncto A immer weiter und weiter 
rückt, gleichgültig auf welcher Seite des Punctes A, Man sagt 
daher auch: Die Pai*allele b schneidet die Gerade a in unend- 
licher Feme, und legt jeder Geraden einen imendlich entfernten 
Punct bei. Diese Ausdrucksweise hat ihre Vortheile in der Geo- 
metrie, indem es dadurch oft möglich wird, Sfttze, die sich auf 
Hchneidende Gerade beziehen, mit solchen für parallele Gerade 
zusammenzufassen, wodurch man sowol zu einer grösseren All- 
gemeinheit als auch übersichtlicheren Darstellung der bezüglichen 
Sätze gelangt. 

23. Schneiden sich die Geraden AB und A'B^ im Puncto 
2), so ist die Summe der inneren Winkel a und a\ welche mit 
dem Puncto D auf derselben Seite der Geraden üf^ liegen, 
kleiner als zwei Rechte. 

Denn die Geraden, welche durch die Puncto C, C\ D be- 
stimmt sind, grenzen einen Theil der durch eben diese Puncto be- 
stinmiten Ebene ab ; zieht man daher duroh den Punct C oino Parallele 
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mit Ät[^ 60 mu88 diese ausserhalb dieses abgegrenzten Ebenen- 
stttckeSy etwa in die Richtung der Geraden CE fallen. Nun ist 

Winkel ECD + « + a = 2 B, also 

« + <i' < 2 7?. 
Anderseits ist 

/J + [;' > 2 J?, 

d. h. die Summe der inneren Winkel auf 

der anderen Seite der Geraden M'S ist 

grösser als zwei Rechte. 

Umgekehrt: Zwei Gerade AB und Ä IB!^ 

welche von einer dritten Geraden if^ der- 
art geschnitten werden, dass die Summe der inneren auf einerlei 
Seite von M'N liegenden Winkel kleiner als zwei Rechte ist, 
schneiden sich hinreichend verlängert auf dieser Seite von MN"^). 
Zusatz. Von einem Puncto ausserhalb einer Geraden ist 
nur eine Senkrechte auf die Gerade möglich. 

24. Zwei Gerade sind einander pai*aliel, wenn sie zu einer 
dritten Geraden, welche mit ihnen in derselben Ebene liegt, 
parallel sind. 

Denn schneidet man die drei Geraden durch eine vierte 
Gerade, so folgt nach den in Art 21 erwähnten Relationen der 
Parallelismus der beiden Geraden. 

Drei Gerade In einer Ebene. 

25. Sind drei Gerade in derselben Ebene gegeben, so sind 
nur folgende Lagen möglich: 

a) Die Geraden schneiden sich in drei Puncten. 

b) Die Geraden schneiden sich alle drei in einem Puncto. 

c) Zwei von den Geraden sind parallel zu einander, werden 
aber von der diitten geschnitten. 

d) Die Geraden sind alle drei parallel zu einander. 

Man kann den Fall in a) als den allgemeinen auffassen. 
Aus a) folgt b), indem man alle drei Durchschnittspunote zu- 
sammenfallen Iftsst; c), indem man einen; d), indem man alle 
drei Durchschnittspunote in s Unendliche rttckt. 

Von dem Ebenenbttsehel« 

26. Der Inbegriff aller durch eine gegebene Gerade gehen- 
den Ebenen heisst ein Ebenenbüschel, die gegebene Gerade 

Umkehrung ist das elfte Axiom dos Euolid« 
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heisBt die Axe« Jede Ebene wird durch die Axe in twei Hi^lb- 
ebenen getheilt; der Inbegriff aller durch ein und dieselbe Axe 
gehenden Halbebenen heiset ein HalbebenenbttBcheL 

Von dem Kelle« 

27. Zwei durch eine Axe gehende Halbebenen bilden einen 
KeiL Die Axe heisst die Kante, die durch die Kante gelegten 
Halbebenen werden die Seiton des Keils genannt. 

Ein Keil wird bezeichnet, indem man die Kante mit swei 
Buchstabon, etwa mit ÄB^ und jede der Seiten mit einem Buch- 
staben, etwa C und D, bezeichnet und die ersteren Buchstaben 
eingeklammert zwischen die beiden letzteren setzt; also durch 

C{AB)l)y 

oder auch, indem man bloss die Kante oder bloss die Seiten be- 
zeichnet, resp. durch 

AB oder C,7). 

28. Errichtet man in einem beliebigen Puncto A der Kante 
dos Keils in den beiden Seiton Senkrechte AB und AC auf die 

Fig. 8. Kante, so ist der Winkel BAC von unyerftnder- 

^^^ j^^^B lieber Grösse für jode Lage des Punctes A\ die- 
'^^\ ser Winkel wird das Mass des Keiles genannt 

^' Jt" ^^' ^^^ nftmlich Ä ein beliebiger zweiter Punct 

^ ?" der Kante, ÄB^ und Ä(y zugehörigen Senk- 

et' I ^iy' rechten in den Seiton, AT die Mitte der Strecke 
"^ Y ^^\ ^"^" «nd ^"^" die ^ ^' gehörigen Senk- 

'^ rechten in den Seiton, so kann man das Gebilde 

S'M'CTB'ÄC so mit dem GebUde C'Ä'B^'CAB zur Deckung 
bringen, dass die Geraden 

Al'BT.Ä'C'.Ä'A 

des einen Gebildes, mit den Geraden 

A^C'.Al'BT.Ä'Ä 

dos anderen Gebildes zusammenfallen« Dadurch fallen auch der 
Scheitel und die Schenkel des Winkels BAC mit dem Scheitel 
und den Schenkeln des Winkels C'A'B^ zusammen. 

29. Durch Anwendung des vorigen Art. werden die Unter- 
suchungen, welche sich auf die Keile beziehen, auf die analogen 
der ebenen Winkel zurückgeführt. 

Man kann daher die in Art. 17 — 20 gegebenen Sätze un- 
mittelbar auf den Keil übertragen, indem man: Winkel, Scheitel, 
Schenkel; resp. mit Keil, Kante, Seite vertauscht. Insbesondere 
wird der rechte Keil erhalten, indem man durch eine in einer 
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Ebene gezogenen Geraden eine halbbegrenzte Ebene derart legt, 
dass die beiden dadurch erhaltenen Keile einander gleich werden. 
Die beiden Ebenen, welche einen rechten Keil bilden, heissen 
senkrecht aufeinander. 

Von den parallelen Ebcuen. 

30. Zwei Ebenen, welche sich nicht schneiden, heissen 
parallel zu einander. Der zwischen zwei parallelen Ebenen ent- 
haltene Baum heisst ein Parallelraum oder eine Schicht. 

Man kann von zwei parallelen Ebenen (analog den parallelen 
Geraden) auch sagen: Ihre Durchschnittslinie liegt im Unend- 
lichen. 

31. a) Zwei parallele Ebenen werden von einer dritten 
Ebene in parallelen Geraden geschnitten. 

Denn wären die Durchschnittslinien nicht parallel, so müss- 
ten sie sich in einem Puncto schneiden, welcher zugleich in den 
beiden parallelen Ebenen liegen würde. 

b) Durch einen Punct M ausserhalb einer Ebene (E lässt 
sich nur eine parallele Ebene legen. 

Denn wären durch M zwei parallele Ebenen (S^ und (£^ 
möglich, so würde eine durch M gelegte Ebene, welche die drei 
Ebenen schneidet, dieselben in drei parallelen Geraden üya^^a^ 
schneiden, von welchen a^ und a^ durch denselben Punct M 
gehen; was nach 22 unmöglich ist 

c) Sind daher zwei Ebenen parallel zu einer dritten, so 
sind sie zu einander parallel. 

Gerade und Ebene. 

32. Eine nicht in einer Ebene liegende Gerade kann die 
Ebene nur in einem Puncto schneiden. Eine ausserhalb einer 
Ebene liegende Gerade, welche der Ebene nicht begegnet, heisst 
parallel zur Ebene. 

33. Ist eine Gerade mit einer Ebene parallel, so ist die 
Durchschnittslinie einer durch die Gerade gelegten Ebene mit 
der gegebenen Ebene parallel zur Geraden. 

Beweis indirect 

Umgekehrt: Eine Gerade ist einer. Ebene parallel, wenn 
sie SU einer in der Ebene liegenden Geraden parallel ist. 
Beweis indirect. 

34. Durch eine mit einer Ebene parallele Gerade lässt sich 
nnr eine parallele Ebene legen« Jede in einer von zwei paralle- 
len Ebenen gezogene Gerade ist parallel zur anderen Ebene. 
Zieht man daher durch einen Punct ausserhalb einer Ebene zwei 
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dieaer parallele Gerade, so Ut die durch dieselben gellte Ebene 
parallel xur gegebenen Ebene. 

35. Zwei Winkel in verschiedenen Ebenen, deren Schenkd 
paarweise parallel sind, sind einander gleich. 

Es seien (a, 6) und {a\}/) die beiden Winkel, A und A' 
ihre Scheitel, wo aja und & | b' yorausgesetst wird. Denkt 
man sich das Gebilde nochmals und mit dem gegebenen rar 
Deckung gebracht, so lassen sich nach 28 die beiden Ebenen 
a^a und b^b' ohne LagenyerSnderung Iftngs der Geraden A'A 
verschieben, so dass (wegen 21) a' mit a und &' mit b ni- 
sammenfftUt. 

OegenseiUfe Lage dreier Ebenen« 

36. Für drei Ebenen sind folgende Lagen mOglich: 

a) Die drei Ebenen schneiden sich in drei Geraden; . 

b) In einer Geraden; 

c) Zwei von den Ebenen sind parallel zu einander und wer- 
den von der dritten Ebene geschnitten; 

d) Alle drei Ebenen sind parallel zu einander. 

Zu a) und b). Je zwei nicht parallele Ebenen schneiden 
sich in einer Geraden, die dritte Ebene kann die beiden ersten 
in derselben oder in verschiedenen Geraden schneiden; in letzte- 
rem Falle können die drei Ebenen nur einen Punct gemeinsam 
haben. Von den Durchschnittslinien liegen immer je zwei in 
einer Ebene. Die drei Durchschnittslinien können auch parallel sein. 

Zu c). Wird die eine von zwei parallelen Ebenen durch 
eine dritte Ebene in der Geraden a geschnitten, so wird auch 
die andere Ebene in einer zweiten Geraden, etwa 5, geschnitten. 

Beweis indirect aus 31. 

Man kann den Fall a) als den allgemeinen betrachten. Aus 
a) folgt b), indem man alle drei Gerade zusammenfallen lässt; 
c), indem man eine (Gerade (die Durchschnittslinie der beiden 
parallelen Ebenen) in^s Unendliche setzt; d), indem man alle drei 
Geraden in's Unendliche setzt. 

37. Sind zwei von den Durohschnittslinien zu einander 
parallol, so ist die dritte parallel zu jeder der beiden ersten. 

Denn wäre sie zu einer nicht parallel, so müsste sie mit 
dieser einen Punct gemeinsam haben, welcher als in jeder der 
drei Ebenen liegend in allen drei (Geraden liegt, was der Yoraua- 
setzung widerspricht. 

38. Umgekehrt: 

a) Zwei durch ein Paar paralleler Geraden gelegte Ebenen 
schneiden sich in einer Geraden, welche zu jeder der beiden 
parallelen Geraden einzeln parallel ist. 
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b) Sind zwei Gerade zu einer dritten nicht in derselben 
Ebene liegenden Geraden parallel, so sind sie untereinander 
parallel. 

Einander kreniende Gerade« 

39. Zwei Gerade, welche nicht in derselben Ebene liegen, 
können sich weder schneiden, noch zu einander parallel sein. 
Solehe Gerade nennt man einander kreuzende Gerade. 

a) Es seien zwei einander kreuzende Gerade a und h ge- 
geben; schneidet man dieselben durch eine dritte Gerade m in 
Fi« 9 ^^Q Puncten A und B, so kann man sich in der, 

durch den Punkt A und die Gerade h bestimm- 
/ ^ ten Ebene durch den Punct A eine Gerade ß 
^ — ^ parallel zur Geraden h gezogen denken. Man 
/ '""ß erh&lt dadurch eine durch die Geraden a und ß 
j bestimmte Ebene S, welche der Geraden h par- 

jp-c^ allel ist. 

/ ^^"K. ^) I^urch die Gerade a ist nur eine einzige 

n^ Ebene möglich, welche der Geraden i^ parallel ist 

Denn zieht man eine zweite Gerade m^ 
welche den beiden gegebenen Geraden in den Puncten Ä und J^ 
begegnet, so erhält man eine zweite Gerade 9 \h und damit 
eine durch die Geraden a und /f bestimmte Ebene (£^ Die drei 
Geraden a^ ß^ ß' liegen in derselben Ebene, also ist die Ebene S' 
mit der Ebene (E identisch. 

c) Ebenso kann man nur eine durch die Gerade h gelegt« 
Ebene 8 erhalten, welche der Geraden a parallel ist. 

d) Die beiden erhaltenen Ebenen S und % sind zu einander 
paralleL 

Zwei einander kreuzende Gerade bestimmen daher einen 
Parallelräum. 

Senkrechte Lagen ron Geraden nud Ebenen, 

40. Auf einer Geraden a ist in einem und demselben Puncto A 
in einer Ebene S eine einzige Senkrechte möglich; alle Geraden, 
welche in allen möglichen durch die Gerade a gelegten Ebenen 
liegen und senkrecht im Puncto A stehen, liegen in einer Ebene. 

Eine Gerade, welche in dem Durchschnittspuncte zweier 
sich schneidenden Geraden einer Ebene senkrecht steht, steht 
daher anf allen durch den Durchschnittspunct in der Ebene ge- 
zogenen Geraden senkrecht; eine solche Gerade heisst auf der 
Ebene senkrecht. 

In einem Puncto einer Ebene existirt nur eine darauf senk- 
rechte Gerade. 
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Von einem Puncte ausserhalb einer Ebene existirt nur eine 
darauf senkrechte Gerade. 

Dass die Gerade a auf der Ebene C senkrecht steht, wird 
ebenfalls durch aA-d oder S J_ a bezeichnet 

41. a) Steht von zwei parallelen Geraden a| und Of die 
Flg. 10. ®^® ^t *^^ ®^^ Ebene S senkrecht, so steht 

auch die andere a^ auf dieser Ebene senkrecht. 
Denn treffen die Geraden a^ und a, die 
Ebene d in den Puncten A^ und A^^ und sieht 
man die Gerade A^A^ ^ h und durch A^ und A^ 
in der Ebene S die Geraden b| und b^ beliebig 
parallel zu einander, so folgt aus 21, dass die 
Gerade o, auf b\ und aus 35, dass die Gerade o, 
auf h^ senkrecht steht, 
b) Stehen zwei Gerade auf einer Ebene senkrecht, so sind 
sie zu einander paralleL 

Man beweist indirect, dass die beiden Geraden in derselben 
Ebene liegen. Legt man durch die eine Gerade, etwa a^, und 
den Fusspunct A^ der zweiten Geraden o, eine Ebene, so muss 
a^ in dieser Ebene liegen, weil man sonst in dieser durch den 
Punct A^ eine Gerade a^ a^ ziehen könnte, welche nach dem 
vorigen Satze im Puncte A^ auf der Ebene senkrecht wftre, was 
nach 40' unmöglich ist, da bereits o, JL Q ist. 

42. Ist in einer Ebene S eine Gerade a gegeben und sieht 

man von einem ausserhalb der Ebene liegenden 

Via II 

Puncto M eine Senkrechte auf die Ebene und tob 
deren Fusspuncte B eine Senkrechte BA auf die 
Gerade a, so steht die Verbindungslinie AM auf der 
Geraden a senkrecht. 

Man ziehe in der gegebenen Ebene durch den 
Punct B eine Gerade & | a. Da 6 auf der durch 
die Puncte A^ B^ M bestimmten Ebene senkrecht 
steht, so steht auch a auf dieser Ebene, also auch 
auf der gegebenen Geraden MA senkrecht 
Umgekehrt: 

a) Zieht man MB 1. (J, MA J. a, so ist BAA^a. Wäre 
nicht BA J. a, so mOsste etwa BÄ J. a, also auch MÄ J. o 
■ein; d. h. vom Puncte M wären zwei Senkrechte auf die (}e- 
\b a möglich. 

h) Stehen die Geraden MA und BA auf der Geraden a 
«Ote A senkrecht und ist MB ±BA^ so steht die Gerade 
^ der Ebene C senkrecht 

■ die Gerade b || a steht auf der Ebene der Puncte 
, abo auch auf der Geraden MB senkrecht u. s. w. 
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43. Steht eine Gerade a auf einer von zwei parallelen Ebenen Ä 
nnd B senkrecht, 80 steht sie auch auf der zweiten senkrecht 

Man denke sich durch a zwei Ebenen gelegt, welche die 
beiden Ebenen A und B in zwei Paaren von parallelen Geraden 
schneiden. Der Winkel der Geraden a mit jeder dieser vier 
Geraden ist gleich einem Rechten. 

44. Zwei Ebenen, welche- auf derselben Geraden a senk- 
recht stehen, sind parallel. 

Denn wären sie nicht parallel, so müssten sie sich schnei- 
den; verbindet man nun irgend einen Punct der Durchschnitts- 
linie mit den Fusspnncten der Geraden a, so wttren von diesem 
Puncto auf die Gerade a zwei Senkrechte möglich. 

45. Zwei parallele Ebenen bilden mit einer dritten Ebene 
gleiche Keile. Aus 31, a) und 41, a). 

46. Stehen zwei Ebenen auf einander senkrecht, so folgt: 

a) Zieht man durch irgend einen Punct Ä der Durchschnitts- 
linio der beiden Ebenen in der einen Ebene eine Senkrechte auf 
die Durchschnittslinie, so steht diese auf der Ebene senkrecht. 

Man ziehe in der zweiten Ebene durch den Punct A eine 
Gerade senkrecht auf die Durchschnittslinie, der Winkel der Ge- 
raden in den beiden gegebenen Ebenen ist ein Rechter u. s. w. 

b) Zieht man durch irgend einen Punct der einen Ebene 
auf die Durchschnittslinie eine Senkrechte, so steht diese auf der 
zweiten Ebene senkrecht. 

47. Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht, so steht 
auch jede durch dieselbe gelegte Ebene senkrecht. 

Man ziehe in der gegebenen Ebene durch den Fusspunct 
der Geraden eine Senkrechte auf die Durchschnittslinie der bei- 
den Ebenen, n. s. w. 

48. Die Durchschnittslinie zweier auf einer gegebenen Ebene S 
senkrechter Ebenen (E| und S^ steht auf der gegebenen Ebene (£ 
senkrecht. 

Man ziehe in der Ebene S, Senkrechte hi und h^ auf die 
Durchschnittslinien a^ und a^ der Ebenen (£| und S^ ™^^ ^^'^* 
Ebene d und zwar in dem Durchschnittspunkte der Geraden 
Hl und o,. Dann ist nach 46, a) die Gerade &| auf der Ebene (£| 
und die Gerade h^ auf der Ebene S^, also die Durchschnittslinie 
der Ebenen S| und d^ auf den Geraden b^ und bf senkrecht. 

47. Es existirt nur eine Gerade, welche zwei einander kreu- 
zende Gerade rechtwinklig schneidet 

Denn legt man durch die beiden Geraden auf die durch sie 
bestimmten parallelen Ebenen senkrechte Ebenen, so schneiden 
sich letztere in einer Geraden, welche die l>eiden kreuzenden 
Geraden unter rechten Winkeln schneidet 
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AH. Zidbt MHi TOB 
Mc^ afioi PttKtn COM G^hU« 
Stnkkia^bdbel 4«rdi eoe Flirke, so 
die ProjeeiioB 4c» GcbOdM a^ dk Plicfa. 

f>er SCraUeaauttelpaaei bcwl das ProjeetioateeatraB; 
die FUdie, aaf weldw Äe Ph^aeimi g aac kkiU ^ fia Projaetiaaa- 
fliefae 

lafofen die ProjaetioB aas eiaen Paaete als HtislilMaial 
fwaet gesdriekt, beisst diese Art der Proyeeiioa £e eeatrala. 

AU FrojeetaoBsflielie wird gew5kalidi eiae Ebeae, iSm Pro- 
jeetioBsebeae, gewfbll. 

Ist das ProjeeüoDseeatnuB im üaeadlidieB, d. b. siad die 
HUablea paiallel m, eiaaader, so erbili mam die parallele Pko- 
jecti^ya. 

Ja diesem FaDe ist fDr die AosflUiraag der Projeetioa die 
Lage eines Strables gegebea. 

Stehen aosserdem die Strahlen anf der Projeetioosebeae ssak* 
recht, so erhilt man die orthogonale ProjeelioB. 

Kin ebmes Gebilde and seine Projeetioa aaf eiae aadeia 
Ebene Ton einem ausserhalb beider Ebenen befindlidiea Pkojee- 
tir/nseentrLm, sind die Schnitte eines nnd dessdben Strahlen* 
bOschels mit den beiden Ebenen. 

49. Sind zwei einander kreuzende Gerade gegeben, wovon 
«lie eine ab Projectionsaxe, die andere all Projectionslinie 
betrachtet wird, so nennt man den Durchschnittsponct einer durch 
einen gegebenen Pnnct und die Projectionsaxe gelegten Ebene 
mit der Projectionslinie „die Prcjection des gegebenea Ponctes 
aus der Projectionsaxe auf die Projectionslinie*^. 

Ein System Ton Puncten wird durch ein Ebenenbflscbel 
projicirt. 

Die Projection einer Strecke, welche mit der Aze nicht in 
einerlei Ebene liegt, ist der Schnitt der Projectionslinie mit den 
Seiten des Keiles, welcher die Endpuncte jener Strecke projicirt 

Liegt eine Linie mit der Projectionsaxe in einerlei EbenOi 
so ist ihre Projection nur ein Punct 

Ist die Projectionsaxe im Unendlichen, so werden die pro- 
jidrenden Ebenen zu einander paralleL 

In diesem Falle ist (Ür die Ausführung der Projection die 
Lage einer projicirenden Ebene gegeben. 

Die projicirenden Ebenen können auch auf der Projections- 
liaie senkrecht stehen. 
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Di« «infftoliaten Gestalten und deren Oongmenit Symmetrie 

und Oleiohheit. 



L Ebene Figuren. 

Ton den Tielecken im Allgemeinen. 



60. Dnrch fi Puncte, von denen 
keine drei in derselben Geraden 

liegen, sind — 



2 



Gerade 



bestimmt. 

Denn aus jedem Puncte lassen 
sich zu den Übrigen Puncten 
(h — 1) Gerade ziehen, also aus 
allen Puncten n(n — 1) Gerade, 
von denen immer je zwei zu- 
sammenfallen. 

Unter einem vollständigen 
n Ecke versteht man ein System 
von n Puncten, von denen keine 
drei in derselben Geraden liegen, 

mit den — ^-^ — - dadurch be- 
stimmten Geraden, welche Sei- 
ten genannt werden. 



Durch n Gerade, von denen 
keine drei durch denselben Punct 



gehen, sind 

bestimmt. 

Denn jede Gerade schneidet 
die ttbiigen Geraden in (n — l) 
Puncten, also alle Geraden schnei- 
den sich in n (n — 1) Puncten, 
von denen immer je zwei zu- 
sammenfallen. 

Unter einem vollständigen 
n Seit versteht man ein System 
von n Geraden, von denen keine 
drei durch denselben Punct ge- 

hen, mit den 5-<IL=i) dadurch 

bestimmten Puncten, welche 
Scheitel genannt werden. 

51. Ein einfaches nEck wird erhalten, wenn man von 
den n Puncten: den ersten mit dem zweiten, den zweiten mit 
dem dritten u. s. w. und den letzten mit dem ersten verbindet. 

Analog ist die Bedeutung des einfachen n Seite, als eines 
Systemes von n Geraden, welche derart mit einander verbunden 
süid, dass jede derselben von der nächst folgenden und die letzte 
von der ersten begrenzt wird. 
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Im einfachen n g^|^ ist die Zahl der |^^^ gleich der der 
^teT. ^^® Rücksicht auf die Anzahl der ^^ wird das «b- 

fache n q^^^ ein Viel g^^ genannt 

Im vollendeten Zustande sind die beiden Figuren nicht su 
unterscheiden; in diesem Falle wird der Name Vieleck oder 
Polygon gebraucht. 

52. In jedem einfachen Polygone unterscheidet man aa* 
liegende und gegenflberliegende Stücke. 

a) Zu jedem Scheitel oder Winkel bilden die Seiten, welche 
ihn bilden, 

und, zu jeder Seite bilden die Scheitel oder Winkel, welche 
dieselbe zum gemeinsamen Schenkel haben, die anliege adea 
Stücke. 

b) Zwei Stücke des Polygons, zwischen denen gleich viel 
Stücke des Umfanges liegen, heissen gegenüberliegende oder 
Gegenstücke. 

c) Jede Gerade, welche zwei nicht aufeinander folgende 
Scheitel verbindet, heisst Diagonale oder Nebenseite. 

d) Jeder Dui^chschnitt zweier nicht aufeinander folgender 
Seiten heisst ein NebenscheiteL 

Der Inbegriff aller Seiten eines Vielecks wird der Umfang 
oder Perimeter genannt. 

Ein Vieleck heisst ein gewöhnliches, wenn sein Umfiuig 
sich nicht selbst schneidet. 

Der von dem üm&nge eines gewöhnlichen A^eleckes in der 
unendlichen Ebene, in welcher das Vieleck enthalten ist, ab- 
gegrenzte Fl&chentheil wird Inhalt des Vieleckes genannt 

Im Folgenden soll, wenn nicht das Gegentheil ausdrücklich 
bemerkt wird, nur von gewöhnlichen Vielecken die Rede sein. 

Der von je zwei aufeinander folgenden Seiten im Inaera 
der Figur gebildete Winkel wird ein Vielecks -Winkel g#- 
naant 

Sind alle Winkel des Vieleckes hohle, so wird dasselbe eia 
hohlwinkliges genannt 

Die Verlängerung einer Seite bildet mit der anstosseadeü 
einen Winkel, welcher ein Aussenwinkel heisst 



Allgemeine Eigenschaften des Dreieckes. 

53. Das Dreieck ist die einfachste geradlinige Figur; das- 
selbe ist durch drei Puncte, welche nicht in einer Geraden liegen, 
oder durch drei Gerade, welche sich nicht in demselbea Pnaoto 
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schneiden, bestimmt. Das Dreieck ist das einzige Vieleck ohne 
Nebenscheiiel und Nebenseiten. ^ 

Da im Dreiecke das Gegenstück einer Seite oder^nes 
Winkelff, resp. ein Winkel oder eine Seite ist, so kann man 
darauf folgende bequeme Bezeichnung gründen: Man bezeichnet 

die Winkel mit Ä^B^C^ die gegenüberliegenden 
^'^ ^'' Seiten mit a, 6, c. Das Dreieck selbst wird mit 
J^ ABC bezeichnet. 

Von den Seiten des Dreiecks nennt man will- 
kürlich eine die Grundlinie oder die Basis, die 
^B gegenüberliegende Ecke die Spitze oder den 
Scheitel des Dreiecks. Die Senkrechte von der 
Spitse auf die Grundlinie wird die Höhe genannt 

54. Die Summe der Winkel eines jeden Dreiecks ist gleich 
2 2{, d. h. gleich einem gestreckten Winkel. 

Denn zieht man durch den Punct C eine 

^ Parallele zur Gegenseite und bezeichnet die 

€%A^ Winkel derselben mit den Seiten b und a 

\ resp. mit a imd /?, so ist a ^^ Ay ß ^^ B. 

\ Nun ist 

J^ ^"-jl a + C + ß^2B, 

also -4 + B + C — 2 J?. 

55. Der Aussenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe 
der beiden ihm nicht anliegenden Winkel des Dreiecks. Denn 
ist für den Scheitel B die Gerade BD die Verlftngerung der 
Seite ABy also DBC ^^ B' der zugehörige Aussenwinkel, so 
folgt ans 

Ä + B' — 2Ä,^ + -B + C— 21? 

Ä' — il + G 

Zusatz. Sind ausserdem A' und C die Aussenwinkel zu 
A und (7, so folgt aus 

ii + il' — 2i?,J5 + B' — 2 2J,C+(r — 2i? 

ii' + iT + C — 4 Ä, 

d. h. die Summe der drei Aussenwinkel ist gleich vier Rechten. 

56. In jedem Dreiecke kann höchstens ein rechter oder 
stumpfer Winkel vorkommen. 

Von einem Puncto ausserhalb einer Geraden l&sst sich auf 
diese nur eine Senkrechte ziehen. Denn wären zwei Senk- 
rechte möglich, so erhielte man ein Dreieck mit zwei rechten 
Winkeln. 

Ein Dreieck mit einem rechten Winkel heisst ein recht- 
winkliges, ein Dreieck mit einem stumpfen Winkel heisst ein 
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stumpfwinkliges Dreieck. Sind alle drei Winkel 8piti6| so 
wird das Dreieck ein spitzwinkliges genannt. 

Im rechtwinkligen Dreiecke heisst die Gegenseite des rech- 
ten Winkels die Hypotenuse, jede der beiden anderen Seiten 
eine Kathete. 

Sind in einem Dreiecke alle drei Seiten gleich, so heisst 
CS ein gleichseitiges, sind zwei Seiten gleich, so heisst es 
ein gleichschenkliges Dreieck. Die beiden gleichen Seiten 
werden die Schenkel, die dritte Seite wird die Orundlinie 
genannt. 

57. In jedem Dreiecke haben gleiche Seiten gleiche Gegen- 
winkel. 

Denn ist im Dreiecke ABC etwa a ■■ & und denkt man 
sich dasselbe Dreieck noch einmal als A'VC^ so kann man 
letzteres so auf das erstere legen, dass die Winkel C, (f rieh 
decken und der Punct JB^ auf den Punct il, der Ponct A wal 
den Punct B fftllt Es ist daher 

Umgekehrt: In jedem Dreiecke haben gleiche Winkel 
gleiche Gegenseiten. Beweis analog, indem man die Seite B^Jl 
mit der Seite AB sich decken Iftsst 

Zusatz. Im gleichseitigen Dreiecke ist jeder Winkel 
gleich f B. 

58. a) In jedem Dreiecke hat die grössere von zwei Seiten 

den grösseren GegenwinkeL 

Es sei BC> AC, so mache man auf der 
Seite BC die Strecke CD -» CA und ziehe 
die Gerade AD. Dann ist 




Winkel CAD — CDA, 
also A> CAD — CDA > B. 

• 

b) In jedem Dreiecke hat der grössere von zwei Winkeln 
die grössere Gegenseite. 

Ist A> B und wäre nicht a > 6, so müsste entweder a ^ b 
oder a <,h sein, was den beiden vorigen Sätzen widerspricht 

Folgerung. Die Senkrechte auf eine Gerade von einem 
ausserhalb derselben liegenden Puncto, bestimmt die kürzeste 
Entfernung des Punctes von der Geraden. Denn zieht man 
ausser der Senkrechten noch eine zweite Gerade, so entsteht 
dadurch ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die Hypotenuse 
die längste Seite ist. 

59. In jedem Dreiecke sind zwei Seiten zusammen grösser 
als die diitte. 
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Ist AB die grÖBste Seite, so Terlängere man eine der 
Seiten AC oder £(7 um die andere, etwa BC nm CD '^ AC» 
Nun ist Winkel DAB > DAC — ADC, also 

BD > il-B, d. h. ilC + CJ5 > AB. 
Folgerung. In jedem Dreiecke ist jede 
Seite grösser als der Unterschied der beiden 
übrigen. 

Denn aus « + & > c folgt a> c — h. 
60. Haben zwei Dreiecke ABCxmd ABC 
A '^ eine Seite AB gemeinsam und liegt der dritte 

Scheitel (f des zweiten Dreiecks innerhalb des Umfanges des 
ersten, so ist die Summe der den dritten Scheitel einschliessen- 
den Seiten bei dem ersten Dreiecke grösser als bei dem zweiten, 
hingegen schliessen die Seiten des zweiten Dreiecks den grösse- 
ren Winkel ein. 

Denn ist D der Durchs chnittspunct der 6e- 
*"*'• "-^ radcn AC und BC, so ist 

a) AC+CD>AD 

DB^DB 

AC+CD +DB>AD + DB 

oder AC'\'CB>AD + BD-, 

ebenso AD + BD> AC + BC\ 

also AC+ BC>AC -{- BC. 

b) Ferner ist nach 55: Winkel C> D>C. 

Congnienz der Dreiecke« 

61. Da in einem Dreiecke drei Seiten und drei Winkel 
Torkommen, so kann man die Frage auf werfen: Wie viele von 
diesen Stücken, müssen zwei Dreiecke gleieh haben, damit sie 
congruent sind? 

Diese Frage wird durch folgende Congruenzsfttze erledigt: 

a) Sind in zwei Dreiecken eine Seite und die beiden an- 
liegenden Winkel einzeln einander gleich, so sind sie congruent. 

Ist in den Dreiecken ABC und ÄBfC 

AB — il'iT, A — ^', Ä — Ä', 

und denkt man sich das Dreieck A'B^C so auf das Dreieck ABC 
gelegt, dass die Seiton AB und Äff zusammenfieJlen, so muss 
wegen A^^ Ä die Seite ÄC auf die Seite AC und wegen 
£_jr die Seite B'C auf die Seite £C, also der Durch- 
sohniitspunct C auf den Punct C fallen. 

Zusatz. Da die Summe der drei Winkel eines Dreiecks 
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gleich einem gestreckten ist, so kann man statt des einen an« 
liegenden auch den gegenüberliegenden nehmen. 

b) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der Ton ihnen 
eingeschlossene Winkel einzeln einander gleich , so sind sie 
congruent. 

Beweis wie in a). 

c) Sind in zwei Dreiecken die drei Seiten einzeln einander 
gleich, so sind sie congruent 

Jn diesem Falle lege man das Dreieck XSC so an das 
Dreieck ABC an, dass die Seite ÄB^ mit der Seite AB zu- 
sammenfllllt, die Spitze C auf die entgengegesetzte Seite Ton 
AB föllt, etwa nach C'\ Dann sind die beiden Dreiecke CCTA 
und CC"B gleichschenklig, also die Winkel an der Grundlinie 
gleich, und der. Satz c) kann auf b) zurückgeführt werden. 

d) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der Gegenwinkel 
der grösseren einzeln einander gleich, so sind sie congruent 

Es sei in den Dreiecken ABC und ÄSC 

AC > BC, AC — A'C\ BC — B'C\ B ^ B'. 

y. ^^ Man lege das Dreieck A'S'C' so auf das 

Dreieck ABCj dass die Seiten BC und B^C* 
zusammenfallen, dann fSllt auch die Seite B^A* 
in die Richtung von BA. Der Punct A' muss 
daher auf der Geraden AB liegen. Würde 

itjtä ^ niin der Pimct A' nicht auf den Punct A fallen, 

so müsste er entweder auf dem Segmente AB^ 
etwa in 2), oder ausserhalb desselben, etwa in U, liegen. Im 
ersten Falle wäre, da das (gleichschenklige Dreieclr ADC nicht 
zwei stumjife Winkel haben kann, der Aussenwinkel CDB stumpf, 
im Dreiecke DBC^A'B^C' Ittge dem grösseren Winkel D die 
kleinere Seite gegenüber. Im zweiten Falle erhielte man, da 
der Winkel A des Dreiecks ABC spitz ist, ein gleichschenkliges 
Dreieck EAC mit zwei stumpfen Winkeln. 

Allgemein: Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen 
zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen einzeln einander 
gleich sind, sobald die Gegenwinkel der anderen gleichzeitig ent- 
weder spitze, rechte oder stumpfe Winkel sind. 
Beweis wie früher. 



Anwendung der CongruenzsAtse« 

62. a) Sind iu zwei Dreiecken zwei Seiten einzeln einander 
gleich, die von ihnen eingeschlossenen Winkel ungleich, so liegt 
dem grösseren Winkel die grössere Seite gegenüber. 
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Es sei in den Dreiecken ABC und ÄS^C'i 

AC — ÄC\ BC — B^C\ C>(f. 

Man lege das Dreieck A'ffC' so auf das Dreieck ABC^ 
dass die Seiten AC und A'C zusammenfallen, so muss wegen 
Flg. 18. C'>C die Seite B'C m den Winkel C faUen, 

etwa nach CD (— CB" — CB). 

Das Dreieck D^C ist gleichschenklig, also 
die Winkel an der Grundlinie einander gleich. 
l!^unistWmke\ADB>CDB — DBC>DBA, 
also im Dreiecke ABB 

AB>AD — ÄBT. 

b) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten einzeln einander 
gleich, die dritten Seiten jedoch ungleich, so liegt der grösseren 
Seite der grössere Winkel gegenüber. 

Ist in den Dreiecken ABC und ÄffC'i 

AC — A'C'y BC — B^C\ AB> A'B^, 
so ist auch C > C\ 

Denn wäre nicht C > C\ so müsste entweder C = C\ alt^o 
die beiden Dreiecke congruent, oder C <C' sein, also (nach dorn 
vorigen Satze) AB <A'B> sein. 

Zusatz. Schneidet eine Gerade eine Ebene, .so ist der 
spitze Winkel, welchen die Gerade mit ihrer orthogonalen Pro- 
jection auf die Ebene bildet, der kleinste Winkel unter allen, 
welche die Gerade mit den durch ihren Durchschnittspunct in 
der Ebene gezogenen Geraden bildet. Dieser Winkel heisst der 
Neigungswinkel der Geraden mit der Ebene. 

Y\^ ig Ist AB die Projection von Ä B^ und zieht man 

durch B eine zweite beliebige Gerade BB' »^ BA^ 
so ist A'B' > A'A, also Winkel A'BB' > A'BA. 
63. a) Zieht man von der Spitze des gleich- 
schenkligen Dreiecks eine Senkrechte auf die Grund- 
linie, so halbirt dieselbe die Gnmdlinie und den 
Winkel an der Spitze, und umgekehrt. 

b) Beschreibt man über derselben Grundlinie 
zwei verschiedene gleichschenklige Dreiecke, so steht die Gerade, 
welche ihre Spitzen verbindet, auf der Grundlinie senkrecht und 
halbirt dieselbe. 

* Gleichheit der Dreiecke. 

64. Zwei Dreiecke von gleicher Grundlinie und gleicher 
Höhe sind einander gleich. 
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Man lege das zweite Dreieck so an das erste, dass die 
gleichen Grundlinien in AB xasammMifallen und 
die Spitzen C und D zu entgegengesetzten Sei* 
ten dieser Grundlinie fallen. Ist E der Durch* 
schnittspunct der Geraden AB und CD, so 
folgt aus der Gleichheit der Höhen 

^ CE — ED. 

Zieht man aus E die Geraden EF j AD, 
EG I AC, EH I BD, EJ | BC, so folgt die 
Congruenz der in der Figur mit denselben Ziffern 
bezeichneten Dreiecke, mithin di!rch Addition dieser Dreiecke die 
Gleichheit von ABC und ABD. 

Ebenso wird der Beweis gefUhrt, wenn der Punct E ausser* 
halb der Strecke AB liegt 

Umgekehrt Zwei gleiche Dreiecke von gleicher Qnu^i^e 
haben gleiche ^'hJS'^^ 
Beweis indirect 

Allgemeine Eigenschaften des Vierecks. 

65. Das Viereck ist das nftchst einfachste Vieleck, dasselbe 
besitzt zwei Paare von Gegenseiten und Gegenwinkeln. Durch 
jede Diagonale zerfftllt ein Viereck in zwei Dreiecke. Da die 
Summe der Winkel dieser beiden Dreiecke gleich bt der Summe 
der Winkel des Vierecks, so beträgt letztere vier Rechte. 

Ein Viereck, in welchem zwei Gegenseiten einander parallel 
sind, heisst ein Trapez. Jede der parallelen Seiten wird 
Grundlinie, die Lttnge der Senkrechten, welche von einem 
Puncto der einen Grundlinie zur andern gezogen werden kann, 
wird Höhe des Trapezes genannt 

Ein Trapez, in welchem die nicht parallelen Seiten einander 
gleich sind, heisst ein Antiparallelogramm. 

Ein Trapez y in welchem noch das zweite Paar von Gegen- 
seiten parallel ist, heisst ein Parallelogramm. 

66. Ein Parallelogramm wird durch jede seiner Diagonalen 
in zwei congruente Dreiecke getheilt 

Im Parallelogramme sind je zwei Gegenseiten und Gegen- 
winkel einander gleich. 

Ein Parallelogramm, in welchem ein Winkel, also auch jeder 
der übrigen ein rechter ist, heisst ein rechtwinkliges oder 
Rechteck. 

Da je zwei Höhen eines Trapezes mit den zugehörigen Ab- 
•ohnitten der Grundlinien ein Rechteck bestimmen, so folgt: 
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Alle Höhen eines Trapezes oder Streifens sind einander gleich. 
Dasselbe gilt auch von dem Parallelraume: Alle Puncto 
einer jeden der beiden Ebenen haben von der anderen Ebene 
gleichen Abstand. 

Dieser Abstand bestimmt zugleich die kleinste Entfernung 
sweier in den Ebenen liegenden einander kreuzenden Geraden a und 6. 
Denn ist nach 49 die Gerade AB A.a und 6, bedeutet c 
die Durchschnittslinie der durch die Gerade a 
auf die Ebene der Geraden b senkrechten Ebene, 
so ist für zwei beliebige Puncto Ä' und i^, 
wenn Ä'CA.c vorausgesetzt, 

Ä'B'>Ä'C — ÄB. 

Ein Parallelogramm f in welchem zwei an- 

stossende Seiten einander gleich sind, heisst ein 

Rhombus. 

Ein Rhombus mit einem rechten Winkel oder ein Rechteck, 

welches zugleich ein Rhombus ist, wird ein Quadrat genannt. 

In demselben sind alle Seiten einander gleich und jeder Winkel 

ist gleich einem Rechten« 

Im Parallelogramme halbiren sich die Diagonalen gegenseitig. 
Umgekehrt: Ein Viereck, in welchem sich die Diagonalen 
gegenseitig halbiren, ist ein Parallelogramm. 

Gleichheit der Vierecke. 

67. Zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und 
gleicher Höhe sind einander gleich. 

Fig. n. Man kann die beiden Parallelogramme immer 

J 9' P €' p so legen, dass die Grundlinien velAB zusammen- 

1 7 \ 7 fallen, dio gegenüberliegenden Seiten CD und 
; / \ / CD' also in dieselbe, zur Grundlinie ^^ parallele, 

\L y Gerade fallen. Addirt man zu A ALK gv A BCC 

^ ^ das Trapez ABCD, so erh&lt man 

Par. ABCD — Par. ABC'D\ 

Jedes Parallelogramm ist gleich einem Rechtecke von gleicher 

Grundlinie und gleicher Höhe. 

Umgekehrt. Zwei gleiche Parallelogranune von gleicher 

^^^^ i,«ki*« ^i.>;^i,^ Örundlinie 
Grundlinie ^^^^^ ^^^^^^^ Höhe " 

Beweis indirect. 

Sind AB und AD zwei im Puncto A zusammenstossendo 
Seiten eines Rechtecks, so wird dessen Fläche ebenso wie das 
Rechteck durch AB X AD und analog die des Quadrats über 
AB durch AB bezeichnet 
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Zusatz. Das Prodact ah stellt aach die HasssaU der 
Flache des Rechtecks dar, wenn a und b die Massiven der 
Seiten sind und als Flftcheneinheit ein Quadrat, dessen Seite gleich 
der Längeneinheit ist, angenommen wird. 

Daraus folgt: Die (Masszahl der) Fl&che eines Dreiecka 
bt gleich dem halben Producte (der Masszahlen) der Grundlinie 
mit der Höhe. 

68. Verbindet man die Mitte der nicht parallelen Seiten 
eines Trapezes durch eine Gerade, so ist die Lftnge dieser Ver- 
bindungslinie gleich der halben Sunune der Lftngen der Grund- 
linien, und das Trapez gleich einem Parallelogramm, dessen 
Grundlinie diese Verbindungslinie und dessen Höhe die HOhe 
des Trapezes ist. 

Flg. tt. Bs 86ien Ä'' und B^ die Mitten yon AA^ 

jt ^(T ^d BB^. Wird durch BT die Gerade CC | AA" 

I \7 gesogen, so folgt aus: 

YjT- AC-Bjrc-AC^jr',dassCÄ — jr er ist, also 

iA AB^AC+CB — A^BT + CB 

^ ^' ÄB^ — ÄC - SC — A^BT - BtCr 

AB-^ AS ^^A^BT. 

Addirt man zur Flftche ACS'S Ä die beiden Dreiecke 
BCS' imd SC BT, so erhalt man den zweiten Theil des Satzes. 

Arithmetische Analogien. 

69. Die in Art 67 eingeführte Bezeichnung der FlOche eines 
Rechtecks liefert eine geometrische Darstellung der Satze Aber 
das Product zweier Zahlen. 

Setzt man für das Rechteck AB CD 

AB — a, AD'^hj 

80 stellt das Product ab die Flache desselben dar, und es ist 

ab ■■ ba. 

Zieht man im Rechtecke ABCD durch den Punct E der 
Seite AB die Gerade EF l AD, so folgt 

ABXAD^AEXAD + EBX AD. 

Setzt man der Kürze halber AE — a, EB — 6, AD «- tn, 
80 folgt aus der vorhergehenden Gleichung 

(a -f- 6) m — am + bm. 

Setzt man AB ■» a, EB ■>■ 6, so ist 

am — (a — 6) m -f- ^w oder (a — 6) fN ■» atn — bwk 



so 
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Durch zweimalige Anwendung erhält man: 

(a '{'b)(fn + n)r^ am + hm -{' an -}- hn 
(a — b) (m — n) iB am — 5m — an -|- 2»n. 
Setit man m ^^ a^n ^^»1^ so wird 

(a+ ly ^ a^ ^ h* + 2nh 
(a — hy — a» + i»« — 2ab. 

Die letzten Formeln lassen sich unmittelbar 
aus der beistehenden Figur ableiten, indem man 
im Quadrate AB CD durch den Punct J die Ge- 
* raden EF^ÄD, HG ^ AB zieht, und 

1) AE — BG — a, EB '^ GC — b 
setzt, wodurch die erste Formel, und 

2) AB — AJ)'^ a, EB mmGC^b 

setzt, wodurch die zweite Formel erhalten wird. 
Die vorstehenden Sütze enthalten die geometrische Ueber- 
iragong der entsprechenden algebraischen Formeln. 
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Der PytkagorHische Sali nnd seine Anwendungen. 

70. In jedem rechtwinkligen Dreiecke ist das Quadrat der 
Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate der Katheten. 
Pjthagor&isoher Satz. 

Beschreibt man über AC^ BC^ AB Quadrate und zieht, 

C — Ä vorausgesetzt, CN _L KL^ so folgt 

/S.ACK'^^AFB 
ACK^^AKXAM 
AFB^\ AC\ 
AKxAM^ACj 
BLxBM^BC^' 




Ebenso 

Durch Addition erhält man * 
AB^ — IC* + BC\ 

Dieser 'Satz gilt auch umgekehrt, 

d. h. ist in einem Dreiecke ABC das 

Quadrat der einen Seite gleich der Summe 

der Quadrate der beiden andern, so ist das Dreieck rechtwinklig. 

Denn denkt man sich ein rechtwinkliges Dreieck AlBfC\ 

in welchem ÄC ^AC, B^C ^BC,C' ^B ist, so folgt aus 

der obigen Voraussetzung ÄB^ «- ii J9; mithin ist 

LABC^t^ÄSC, also C— C' — Ä. 



Der Pythagorilkche Sati und leiDe Anwasdoiigeiu 81 

71. a) Ist im Dreiecke ABC der Winkel Ä epiii uid 
CD ± AB^ 80 folgt aus 

CB^ — JD5* + CD^, DB —AB-- AD 
CB* — (AB — ADy + CF 

— aW — 2AB • AD +13* +äff 

— AB* + IC* — 2 i4B . AD. 

b) Ist im Dreiecke ABC der Winkel A itnmpf und 
CD±AB^ so folgt aus 

CF — ^* + CF, DB — DA + AB 
CB* — Zb* + Je* + 2 XB . 2> -4. 

Das Segment AD stellt die Projection von AC auf die 
Seite ^£ dar. Nimmt man diese Projection ))Ositiy oder negatiT^ 
je nachdem sie auf die Seite AB oder deren Verlagerung ftllt| 
SO kann man beide Sätze in einen xusammenfassen: 

Das Quadrat einer Dreiecksseite ist gleich der Summe der 
Quadrate der beiden andern Seiten vermindert um das doppelte 
Product der einen Seite in die Projection der andern Seite 
auf diese. 

c) Aus a) und b) folgt, wenn C die Mitte von AB i#t| 

Je* + BC* — 2 AC* + 2 CC^ — 2 CC^ + { AB* 

d. h. die Summe der Quadrate zweier Seiten ist gleich dem doppel- 
ten Quadrate der Verbindungslinie der gemeinsamen Spitze dieser 
Seiten mit der Mitte der Gegenseite vermehrt um die HftUle 
des Quadrates der Gegenseite. 

72. a) Durch Anwendung des vorigen Satzes auf das Paral- 
lelogramm erhält man: 

In jedem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der 
vier Seiten gleich der Summe der Quadrate der Diagonalen. 

b) Ist AB CD ein beliebiges hohl winkliges Viereck, AC 
und BD dessen Diagonalen, M und N die Mitten derselben, so 
erhält man durch Anwendung des vorigen Satzes auf die Drei- 
ecke AGB, ACD, BDM: 

In jedem hohlwinkligen Vierecke ist die Summe der Quadrate 
der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate der Diagonalen 
vermehrt um das vierfache Quadrat der Verbindungslinie der 
Mitten der Diagonalen. 
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Der Satx ron Pappus. 

73. Beschreibt man auswärts aber zwei Seiten AC nnd BC 

eines Dreiecks ABC beliebige Parallelogramme, so ist deren 

Fig. S6. Summe gleich einem Parallelogramme, 

M dessen aufeinanderfolgende Seiten mit 

der dritten Dreiecksseite AB und der 
Verbindungslinie der gemeinsamen Spitze 
C der beiden ersten Seiten mit dem Durch- 
schnittspuncte H der gegenttberliegenden 
jr Parallelogrammseiten gleich und parallel 
sind. 

Denn beschreibt man über AC und BC 
die Parallelogramme ACEl), BCGF^ deren Seiten DExrcAFG 
sich in U schneiden, so ist, wenn man AK\ CH\ BL zieht, 
wo K und L resp. in den Geraden DU und FIl liegen, und 
mit If , J die Durchschnittspuncte der Geraden HC mit KL und 
AB bezeichnet, wegen CH ^^ AK^^ JM »^ BL^ 

Par. ACE!) — Par. ACHK — Par. AJMK, 
Par. BCGF — Par. BCHL = Par. BJML. 

Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhält man 

Par. ACED + Par. BCQF — Par. ABLK. 

Anmerkung. Dieser Satz wurde von Pappus aufgestellt. 
Derselbe gilt auch, wenn die beiden Parallelogramme nach ein- 
wärts beschrieben werden; das dritte Parallelogramm fUUt dann 
nach auswärts. Beschreibt man jedoch ein Parallelogramm nach 
auswärts, das andere nach einwärts, so ist das dritte Parallelo- 
gramm gleich dem Unterschiede der beiden ersten. Man kann 
diese drei Fälle so zusammenfassen: Beschreibt man ttber die 
drei Seiten nach der angegebenen Regel Parallelogramme, so ist 
die Summe der aus- oder einwärts liegenden resp. gleich dem ein- 
oder auswärts liegenden. 

Zusatz. Anwendung des Pappus'schen Satzes auf den Pjtha- 
gorftischen. 

Ist A Xi?(7 bei C rechtwinklig, und beschreibt man ttber 
AC xoABC Qnadiate, so ist das Viereck CEHO ein Rechteck, 
woraus folgt: 

A ABC rv A CHE^A AKD , 

also AB^CH—AK—BL, 

und Winkel 

— KAC + CAB — DAK -f ifiiC — B. 
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Das Viereck ÄBLK ist daher ein Quadrat Der Sati des 
Pappus ist also eine Verallgemeinerung des Pjrthagorliidhen 
Satzes. 

Elgensehaften der Yieleeke« 

74. Zieht man von einem Scheitel eines hohlwinkligen fi 
Eckes die n — 3 möglichen Diagonalen, so zerflült dadurch das- 
selbe in fi — 2 Dreiecke. 

Daraus folgt: 

a) Die Winkelsumme eines hohl winkligen «Eckes betrftgt 
2(n — 2)Jf2««2n— 4 Hechte. 

Die Summe der Aussenwinkel eines hohlwinklige** n Eckes 
beträgt 4 llechte. Denn der Aussenwinkel und der anliegende 
V^ielecks- Winkel machen einen gestreckten. 

b) Zwei hohlwinklige Vielecke sind congruent, wenn sie aus 
gleich vielen, einzeln und in derselben Ordnung einander oon- 
gruenten Dreiecken zusammengesetzt sind. 

c) Zur Congruenz zweier hohlwinkliger n Ecke ist daher 
im Allgemeinen die Gleichheit von 2 ft — 3 von einander unab- 
hängigen Stücken erforderlich. 

Denn das Vieleck zerfUUt durch die obigen n — 3 Yon einem 
Scheitel gezogenen Diagonalen in n — 2 Dreiecke, von welchen 
(zu Folge der Congruenzsätze) das erste durch drei, jedes der 
übrigen n — 3 Dreiecke durch zwei Stücke bestinmit ist. Die 
Anzahl der von einander unabhängigen gegebenen Stücke beträgt 
daher: 

2V=3-f2(H — 3) = 2«— 3. 

Für w = 4 ist iV' = 5; d. h.: 

Ein Viereck ist durch fünf von einander unabhängige Stücke 
bestimmt. 

Zusatz. Wie sich für die besonderen Arten von Dreiecken 
die erforderlichen drei Stücke verringein, ebenso gilt dasselbe 
für die besonderen Arten von Vielecken. 

Z. B. Ein Trapez erfordert nur vier Stücke, da zwei Gegen- 
seiten parallel sind. 

Ein Parallelogramm erfordert nur drei Stücke u. s. w. 

Ein Vieleck, in welchem alle Seiten und Winkel einander 
gleich sind, heisst ein regelmässiges Vieleck. Ein solches ist 
durch eine Seite und die Angabe der Seitenzahl bestimmt. 

Eigenschaften besüglich eines Kreises. 

75. Die Kreislinie ist nach Art. 9 eine krumme Linie, deren 
sämmtliche Puncto von einem innerhalb derselben gelegenen 

Frlüchiittf, Owmetrlc. 9. Anfl. 8 
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Puncto gleich weit entfernt »ind. Man kann eine Kreislinie er- 
xengen, indem man in einer Ebene eine Strecke um ihren als 
fest gedachten Anfangsponct so lange in derselben Richtung 
dreht, bis sie in ilire ursprüngliche Lage kommt. 

Die Kreislinie und die von ihr abgegrenzte Kreisfläche wer- 
den gewöhnlich mit dem Namen „ Kreis '^ bezeichnet. 

Jedes Stück des Umfanges wird ein Bogen, jede Strecke 
xwischen zwei Pnncten des Umfanges eine Sehne genannt 

Jedes der beiden Stücke, in welche der Kreis durch eine 
Sehne getheilt wird, heisst ein Abschnitt (Segment). 

Jeder Durchmesser theilt den Kreis in zwei congruento 
Segmente. 

Darch zwei Halbmesser wird ein Kreis in zwei Stücke ge- 
theilt, welche man Kreisausschnitte (Sectoren) nennt. Durch 
zwei aufeinander senkrechte Durchmesser wird der Kreis in vier 
congruente Sectoren, welche Viertelkreise (Quadranten) 
heissen, getheilt. 

76. Ist die Entfernung eines Punctes vom Mittelpuncte eines 
Kreises grösser, ebenso gross oder kleiner als dessen Halbmesser, 
80 liegt der Punct ausserhalb, in dem Kreisumfange oder inner- 
halb desselben. 

Eine unbegrenzte Gerade, welche den Umfang eines Kreises 
einmal schneidet, schneidet ihn nochmals. 

Denn wenn die Gerade den Umfang des Kreises schneidet, 
80 muss sie aus dem Aeusseren in das Innere des Kreises gehen, 
und da die Gerade unbegrenzt, hingegen die Kreislinie eine ge- 
schlossene Linie ist, aus dem begrenzten Innern in das unbe- 
grenzte Aeussere übergehen. 

77. Ist der Abstand einer Geraden vom Mittelpuncte eines 
Kreises grösser, eben so gross oder kleiner als dessen Halbmesser, 
80 trifft die Gerade dcu Kreis gar nicht, in einem Puncto oder 
schneidet ihn in zwei Puncten. 

Die beiden ersten Fttlle sind für sich klar. 

Eine Gerade, welche den Kreisumfang nur in einem Puncto 
trifft, heisst eine Berührnngslinie (Tangente). 

Im letzten Falle werden, wenn der Mitteljiunct des Kreises 
und OÄ der Abstand ist, die Abst&nde der Puncto der (Geraden 
zu beiden Seiten von Ä^ von der Grösse von OÄ an fortw&hrond 
stetig wachsen, also beiderseits einmal die Grösse des Radius 
erreichen, d. h. die zugehörigen Puncto im Umfange des Kreises 
liegen. 

Aus dem Beweise folgt noch: 

a) Die Senkrechte im Endpuncte eines Halbmessers ist eine 
Tangente. 
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ITmgekelirt: Ziebt man im nerthrungipuiKtc Eof die Tao- 
gent« eine Senkrechte, co geht diese dnrch den Uittelpumct. 

b) Jede Sehne wird von ihrar Abatsndalinie hilbirt. In 
der Senkrechten auf der Mitte einer Sehne liegt der llittelpanct 

c) Eine Oende kann einen Kreia nur in sw«i Pancten acfaiiüdeB. 
'S. Der Winkel, welchen die beiden Radien einei EreU- 

aiisscbnittes mit einander einechlieasen, heisrt ein Mittelpnnctt* 
winke) (Centriwinkel). 

FUr einen KreiBansschnitt, welcher kleiner «b ein Halbkrria 
ift, gelten folgende Sstze: 

a) In demselben Kreiie haben Reiche BCgen gleiche Mittel- 
piinct« Winkel nnd gleiche Sehnen. 

b) In demiielben Kreise entspricht dem grosseren Bogen der 
grössere Mittolpunctswinkel und auch die grössere Sehne. 

c) Gleichen Sehnen entsprechen gleiche Abstlnde vom 
Mittelpuncte. 

i) Der grosseren Sehne entspricht der kleinere Abstand. 
^,^ „ Es sei AB > AB", OC ± AB, OC ± Alf, 

O der Mittelpunct des Kreises. 

Da die Senkrechte 0(f den Winkel AOIf 
balbirt, so liegt sie im Innern des Winkels AOh^ 
begegnet also der Sehne AB etwa in J9. Nnn ist 
^ 0C'>01»0C. 

Der Dorchmesser ist daher die grOsste Sehne. 
Diese Sutze gelten aucli, wie man leicht in- 
direct beweist, umgekehrt. 

Zusatz. Zieht man von einem Puncto auBderhalb eines 
Kreises Strahlen, so bestimmt der durch den Mittelpunct gehende 
die grfisate Sehne. Je zwei gegen diesen Strahl gleich geneigte 
Strahlen bilden gleiche Sehnen. 

Die beiden von einem Puncte an den Kreis gezogenen Tan- 
genten haben gleiche LUnge. 

79. Ein Winkel, dessen Scheitel im Dmfange eines Kreise« 
liegt und dessen Schenkel Sehnen sind, heisst ein 
*''^"' Umfangs Winkel (Peripherie winkel). 

Der Peripheriewinkel ist gleich der HftUte des 
Centriwinkels, welcher auf demselben Bogen aofstehL 
Beweis, a) Ist der eine Schenkel ein Durchmesser, 
' 80 folgt aus dem gleichschenkligen Dreiecke AOM 

A0B — 2AMB. 
b) Ist der gegebene Winkel — AJUC, 
o) « .. « « AMD, 

to erhillt man den Beweis resp. durch Addition mler Snbtimotioa 
zweier Winkel wie in a). 
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Zusätze, a) Steht ein Peripheriewinkel auf den Endpuncten 
eines Durchmessers auf, so heisst er ein Winkel im Halbkreis; 
derselbe ist gleich einem Rechten. 

b) Der Peripherie winkel ist ein spitzer oder stumpfer, je 
nachdem der Bogen, auf dem er steht, kleiner oder grösser als 
der halbe Umfang ist. 

c) Alle Peripherie Winkel über demselben Bogen, deren 
Scheitel auf derselben Seite der Sehne liegen, welche die Schen- 
kel umfassen, d. h. die in demselben Abschnitte liegen, sind 
einander gleich. 

d) Zwei Peripheriewinkel, welche in entgegengesetzten Ab- 
schnitten liegen, deren Scheitel also auf entgegengesetzten Seiten 
der Sehne, welche die Schenkel umfassen, liegen, ergänzen sich 
XU einem gestreckten Winkel: denn die Summe der entsprechen- 
den Centriwinkel ist gleich vier Rechten. 

80. a) Zwei parallele Sehnen AB und Ä B^ schneiden zwi- 
schen sich gleiche Bögen AÄ und BB^ ab. 

b) Der Winkel, welcher von zwei sich schneidenden Sehnen 
AB und ÄB^ gebildet wird, ist gleich der Summe oder der 
Differenz der Peripherie winkel, welche die von den Sehnen ab- 
geschnittenen Bögen bestimmen, je nachdem der Durchschnitts- 
punct der Sehnen innerhalb oder ausserhalb des Kreises liegt. 

Man ziehe AB^^ so folgt a) unmittelbar; b) aus 55. 

81. Der Winkel, welchen eine Tangente mit einer durch 
den Berührungspunct gezogenen Sehne bildet, ist gleich dem 
Peripheriewinkel über dem Bogen, welchen die Sehne bestimmt. 

P,^ ^ Es sei AT eine Tangente im Puncto A. 

Int AC der Diurchmesser durch A^ mit- 
hin ABC '^ Rj so folgt aus 

C+CAB^R, CAB + BAT'^^R, 

C — BAT. 

Femer ist 

C+C — 2JB, BAT-^-BAr '^^R, 
mithin C r^BAT. 



Ein- und umschriebene Yielecke« 

82. Ein Vieleck, dessen Seiten TSJ^nten «^"^^ ^«^»^ "^^ 

heisst ein dem Kreise ^^SäriÄ Vieleck, oder kurz ein 
Sehnen- -«r. , « 




£iQ- and omschriebene Vielecke. 



87 



Die drei Senkrechten in den 
Mitten der Dreieckeeeiten schnei- 
den einander in demselben 
Pancte, der von den drei Ecken 
gleichweit entfernt ist. 

Sind Ä^ ff die Mitten sweier 
Dreiecksseiten , so schneiden 
sich die Senkrechten OÄ A^BC 

Kiff. so. 




und OB' A, AC in einem 
Pnncte 0. 

Aus 
A ABO ^ CffO folgt AO =- CO 

Aus 
ABA'O-^^CA'O „ BO — CO 

also 

AO^BO. 

Verbindet man die Mitte C' 
der dritten Seite mit 0, so folgt 

Winkel OC'A = OC'B — B. 

Ein aus dem Pnncte mit 
dem Radius AO ^ BO — CO 
beschiiebener Kreis geht durch 
die drei Ecken des Dreiecks. 

Jedem Dreiecke Iftsst sich 
ein Kreis umschreiben. 



Die drei Geraden, welche 
die Winkel eines Dreiecks hal- 
biren, schneiden einander in 
demselben Poncte, der von den 
drei Seiten gleich weit entfernt itt 

Die Halbimngslinien iweier 
Winkel A nnd B schneiden sieh 
in einem Puncte 0. 




Man ziehe von aus Senk- 
rechte 0A\ 0B\ OC auf die Sei- 
ten des Dreiecks. 

Aus 
A^C'O^ilB'OfolgtC'O— -B'O 

Aus 
ABC'O^BA'O „ C'O'^ÄO 

also ^ BTO — ÄO. 

Verbindet man mit (7| so 

folgt 

Winkel OCff — OCA\ 

Ein aus dem Pnncte mit 
dem Radius ÄO — P'O = CO 
beschnebenor Kreis berührt die 
drei Seiten des Dreiecks. 

In jedes Dreieck Iftsst sich 
ein Kreis einbeschreiben. 



Zusatz. Ualbirt man zwei Aussenwinkel und den gemein- 
samen Gegenwinkel eines Dreiecks, so schneiden sich die Hal- 
birungslinien in einem Puncte, welcher ebenfalls Ton den drei 
Seiten gleichweit entfernt bt Man erh&lt anf diese Art drei 
weitere Berührungskreise, welche man äussere Berührnngs- 
kreise nennt, während der obige Kreis der innere Berührungs« 
kreis genannt wird« 
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83. In jedem Sehnenvierecke 
sind die Summen der gegen- 
überliegenden Winkel einander 
gleich. Diese Summe ist ■» 2 7?. 

Beweis aus 79, d). 

Umgekehrt: Sind in einem 
Vierecke die Summen der gegen- 
überliegenden Winkel gleich, so 
ist dasselbe ein Sehnenviereck. 

Beweis indirect. Beschreibt 
m^ einen Kreis, welcher durch 
drei Spitzen des Vierecks geht, 
so muss dieser durch die vierte 
gehen, weil sonst ein Aussen- 
Winkel eines Dreiecks gleich 
einem innem wäre. 



In jedem Tangentenvierecke 
sind die Summen der gegenüber- 
liegenden Seiten einander gleich. 

Beweis aus 78, Zusatz. 

Umgekehrt: Sind in einem 
Vierecke die Summen der gegen- 
überliegenden Ssiten gleich, so 
ist dasselbe ein Tangentenvier- 
eck. 

Beweis indii-ect. Boschreibt 
man einen Kreis, welcher drei 
Seiten des Vierecks berührt, so 
muss dieser die vierte berühren, 
weil sonst eine Seite des Drei- 
ecks gleich dem Unterschiede 
der beiden andern wäre« 



84. Allgemein: Bezeichnet man in jedem hohlwinkligen 
Vielecke die Scheitel, und Winkel mit ^j, ^1,, ^3, . . . die LUngo 
der Seiten A^ A^j A^ A^^ .... mit di, cr^, o,, . . . . so ist in dem, 
einem Kreise 

einbeschriebonen umgeschiiebenen 

Vielecke von gerader Seitenanzahl 
-^1 + -^3 + • • • • + -4 jii-i =1 ^1 + «3 + 

-^^2 + ^4 + + -i«« -1 «3J + «4 + 

Bei ungerader Seitenanzabl zerlege man 



. . . . 






den letzten Winkel A^n—i durch 
einen Durchmesser in zwei Theile 
^'jn— 1 und il"2„_i, welche resp. 
die vorletzte und letzte Seite 
ziun andern Schenkel haben; 
dann ist 

-^1 + -^3 + • • • • + -4'««-i =» 
il, -}- ii^ + • • • • -j- A'\n-i • 

Denn die Summe der Bögen, auf 
welchen die Winkel aufstehen, 
ist für beide Summen gleich. 

85. Jedem regelmässigen Vielecke lässt sich ein Kreis ein- 
schreiben und umschreiben. 

Halbirt man zwei an einer Seite liegende Vieleckswinkel, 
so ist der Durchschnittspunct der Halbirungslinien der Mittel- 
ponot des ein- und umschriebenen Kreises. 



die letzte Seite au^i im Be- 
rührungspuncte in zwei Theile 
a'tn^i und a'211— 1, welche so auf 
einander folgen, wie die Seiten 
gezählt werden; dann ist 

^1 + ^ + • • — h o'««-i = 

«2 + ^4 4 h»"«««-! • 

Der Beweis wird so wie beim 
Tangentenvieiecke geführt. 
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Denn die Geraden von nach den Spitzen des Violeclu 
halbiren die Winkel und sind Ton gleicher Lftnge, woraus dann 
noch folgt, dass auch die Abstände des Punctes von den Seiten 
des Vielecks gleich sind. 

Gegenseitige Lage iweier Kreise. 

86. Zwei Kreise in einer Ebene liegen entweder ganz ausser- 
halb einander, oder der eine ganz innerhalb des andern, oder 
ein jeder zum Theil ausserhalb, zum Theil innerhalb des 
andern. 

Zwei Kreise, welche denselben Mittelpunct haben, heissen 
concentrisch. 

Wenn der eine ganz ^QQ^/halb ^®^ andern liegende Kreis 

mit diesem irgendwo zusanmienst^sst, so ber(lhi*t er ihn daselbst 
^_ aussen. 

von ;^-,Ä- 
innen. 

Liegt jeder der beiden Kreise zum Theil ausserhalb oder 

innerhalb des andern, so schneiden die beiden Kreislinien einander. 

87. Zwei Kreislinien schneiden sich in zwei Puncten. 
Denn, wenn die eine Kreislinie die andere schneidet, so 

muss sie (als geschlossene Linie) vom Innern derselben wieder 
ins Aeussere treten, d. h. die zweite Kreislinie nochmals schneiden, 

Dass die beiden Kreislinien sich nicht in einem dritten 
Puhcte schneiden können, geht aus Folgendem hervor: 

WUren A, B^ C die drei Durchschnittspuncte, so müs«t«n 
sich die Mittelpuncte der beiden Kreise auf der Geraden beün- 
den, welche in der Mitte von AB senkrecht gezogen wttrde. 
Ebenso müssten sich die Mittelpuncte der beiden Kreise auf der 
in der Mitte von BC emchteten Senkrechten befinden« In dem 
Durchschnittspuncte der beiden Senkrechten müsste nun der 
Mittelpunct beider Kreise sein. Die beiden Kreise hätten daher 
denselben Mittelpunct gemeinsam, d. h. wftren concentrisoh. 

88. Ist a die Entfernung der Mittelpuncte zweier Kreise, 
r \md r' deren Halbmesser, dabei r > r vorausgesetst| so be- 
gegnen die beiden Kreise einauder: 

a) in zwei Puncten, wenn 

r — r' <a<r -|- r'; 

b) in einem Puncto, wenn 

a ^^ r -\' r' oder a — i • — r' ; 

c) in keinem Puncto, wenn 

a> r -^ r' oder o < r — r' ist 
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FQr a "=> r -f- / berühren sich die beiden Kreise von aussen, 
für a^^ r — r' von innem ^.^ 

Beweise: 

Zu a) Sind und (f die Mittclpuncte der beiden Kreise, 
A^ und H die Punete, in welchen der Kreis um (f der unbc- 
j^renzten Geraden 00' ■» a begegnet, wobei Ä als der dem 
Pallete n&here Punct vorausgesetzt wird, so ist: 

1) OA! =■ « — r \ wegen a <r -{- r ist OÄ < r, d. h, der 
Punct Ä liegt innerhalb des Kreises 0'; 

2) OB^ = « + r' ; wegen « > r — r ist JR' > r, d. h. der 
Punct f liegt ausserhalb des Kreises 0, Der Kreis um 0' liegt 
daher theils ausserhalb, theils innerhalb des Kreises um 0; er 
schneidet daher denselben in zwei Puncten. 

Zu b) Man beweist indirect, dass ausser dem DcrUhiningä- 
punete kein Punct des zweiten Kreises im Umfange des ei'sten 
liegen kann. 

Zu c) Wttrden die beiden Kreise einen Punct M gemeinsam 
haben, so wäre ftlr denselben OM "=s r, O'M >« r\ also: 

1) OM + O'M > OfX; r + r' > w, was r + / < a widerspricht; 

2) OM — OfM < 00'; r — r' < «, was r — r' > a widerspricht. 

Im ersten Falle liegt der eine Kreis ganz ausserhalb des 
andern, im letzten Falle liegt der kleinere Kreis ganz innerhalb 
des Umfanges des grösseren. 

ZnsStze. 

a) Die Gerade, welche die Mittelpuncto zweier sich berüh- 
render Kreise verbindet, geht dui-ch den Berührungspunct. 

b) Die Tangente im Berühnmgspuncte an den einen Kreis 
berührt auch den andern. 

c) Unter dem Winkel zweier in einem Punete sich schnei- 
dender Kreise oder Kreisbögen, versteht man den Winkel der 
beiden in einem Durch schnittspuncte an die Kreise gezogenen 
Tangenten. Ist der Winkel ein Kechter, so schneiden sich die 
beiden Kreise rechtwinklig. 

Aufgaben. 

89. Man nennt eine Aufgabe der ebenen Geometrie gelöst, 
wenn sie auf die beiden Fundamentalaufgaben! 1) „Durch zwei 
Punete eine Gerade zu ziehen und über einen oder beide End- 
puncte hinaus zu verlängern; 2) mit einem gegebenen Halbmesser 
aus einem gegebenen Punete als Mittelpunct einen Kreis zu be- 
schreiben/' zurückgeführt ist. Bei der wirklichen Ausführung 



Aufgaben. 

dieser beiden Aufgaben in einer gegebenen Ebene (PapierflSche) 
bedient man sich für 1) des Lineals, fUr 2) des Zirkels. Die 
Spitzen des letzteren stellen iwei Poncte anyerinderlichen Ab* 
Standes dar. 

00. Jede Aufgabe besteht aus drei Theilen: 

1) der Angabe der Aufgabe; 

2) der Constioictiou, d. i. ZurückfÜhmng der zu constroirea- 
den Figur auf die obigen Fundamentalaufgaben; 

3) dem Beweise, d. h. dem Nachweise, dass die gelöste Auf- 
gabe wirklich die in 1) geforderten Eigenschaften besitze. 

Sind diese drei Theile durchgeführt, so kann man noch 
nach den Bedingungen fragen, unter welchen die Aufgabe ml^g- 
lieh ist Die Angabe dieser Bedingungen pflegt man als einen 
vierten Theil zu betrachten. Man nennt ihn die Determination 
der Aufgabe. 

Füi* die Auflösimg einer Aufgabe ist es meist sehr Tortheil« 
haft, die Aufj^abe als gelöst zu betrachten, also eine Figur tu 
construiren, in welcher das zu Vollbringende als yoUbracht Tor- 
ausgesetzt wird, und aus dieser Figiur den Zusammenhaag xwi- 
sehen den unbekannten und bekannten, d. i. gegebenen Stttcken xa 
erforschen, um in Folge dieser Erkenntniss von den gegebenen 
Stttcken zu den gesuchten zu gelangen. 

^lan nennt diesen Vorgang die (geometrische) Analysie 
der Aufgabe. 

Betrachtet man die Analysis und die Determination als Be- 
standtheile einer Aufgabe, so besteht dieselbe aus fünf Theilen, 
welche in folgender Ordnimg auf einander folgen: 

l) Angabe oder Ausspruch der Aufgabe, 
Analysis, 
Construction, 
Beweis, 
Determination. 

02. Eine Aufgabe heisst eine bestimmte, wenn sich aus 
den gegebenen Angaben nur eine oder eine gewisse im vor- 
hinein bestimmte Anzahl von Figuren construiren Iftsst Sind 
hingegen die Bedingungen derart, dass die Anzahl der Figuren 
imbegrenzt ist, so heisst die Aufgabe eine unbestimmte. In 
diesem Falle sind zu wenig Bedingungen vorhanden, ab dass 
die Aufgabe eine bestimmte wftre. üeberbestimmt heisst eine 
Aufgabe dann, wenft'zu viele Bedingungen vorhanden sind, so 
dass sich im Allgemeinen keine Figur finden Iftsst, welche den 
creffebenen Bedingungen Oenttge leistet 
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Bestimmte Aufgaben. 

93. Auf einer Geraden a, von einem gegebenen Puncte A 
auBj eine gegebene Strecke abzuschneiden. 

>[an beschreibe von Ä aus mit der gegebenen Strecke als 

Jig. 32 Halbmesser einen Kreis, welcher der Geraden 

a in den Puncten C und D begegnet, so genügt 

^— -——■—■ jeder der Abschnitte AC oder AD der Aufgabe. 

D A li C Ui B ein beliebiger leinet der Geraden n, 

C der ihm nUhcro, D der ihm entfeiiitere Punct, so ist 

DB = DA + AB 
CB ^AB - At\ 

durch welche Formeln die Addition und Subtraction zweier 
Strecken AB und DA ^ AC gelöst ist. 

94. Ein Dreieck zu beöchreiben, dessen drei Seiten ge- 
geben sind. 

Analysis. Ist ABC Uüä gebuchte Dreieck, AB die eine 
Seite, so ist der Punct C ein Durchschnittspunct der beiden mit 
den Kadicn AC und BC beschriebenen Kreise. 

Auflösung. Auf einer Geraden nehme man die Seite AB 
und beschreibe aus A mit der zweiten Seite und aus B mit der 
dritten Seite als Halbmesser Kreise. Jeder der beiden Durch- 
schnittsponcte genügt der Aufgabe. 

Determination. Von den drei Geraden als Seiten müssen 
je zwei zusammen grösser sein, als die dritte. 

Anwendungen, i^) An eine Gerade im Puncte ^i aU 
Scheitel einen gegebenen Winkel zu construiren. 

Man verbinde zwei beliebige Puncte auf den Schenkeln des 
gegebenen Winkels mit einander und construire nach der vorigen 
Anfgabe über der gegebenen Geraden mit dem Anfangspuncte A 
ein congruentes Dreieck, dessen Winkel in A dann gleich dem 
gegebenen ist. 

b) Durch einen gegebenen Punct (7, ausserhalb einer Geraden 
AB^ eine zu dieser parallele zu ziehen. 

Man construire über BC ein dem Dreiecke ABC congruentes 
Flg. »8. BCD, so ist CD B AB. 

95. Einen gegebenen Winkel zu halbiren. 
Analysis. Es sei BAB^ der gegebene 
Winkel, AC die Halbirungslinie. Ist AB «■ AB' 
und verbindet man einen beliebigen Punct C 
dex, Halbirungslinie mit' B und ^, so ist 
AABCf^AAB'Cy also BC^B^C. 
Construction. Man mache beliebig AB^^AB^^ beschreibe 
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auB B und B^ mit einem beliebigen Halbmesser Kreiee, welche 
»ich in C schneiden, so ist Winkel BAC ^^ B'AC. 

Beweis. A ABC :^ AAB'C, also der Winkel bei A 
halbirt. 

Determination. Die Aufgabe ist unter allen Bedingungen 
möglich. 

Folgerungen: a) Ist der Winkel bei A ein gestreckter, 
so ist AC J. AB ^ wodurch also die Aufgabe gelöst ist: In 
einem gegebenen Puncto A einer Geraden AS auf diese eine 
Senkrechte zu ziehen. 

b) Bestimmt man in diesem Falle nach derselben Construetion 
auf der andern Seite der Geraden AB den Punct C\ so erhUt 
man dadurch noch die Lösungen der folgenden Au^ben: 

1) Eine gegebene Strecke BB^ zw halbiren. 

2) Von einem Puncto C ausserhalb einer Geraden BB^ auf 
diese eine Senkrechte zu ziehen. 

96. a) Von einem gegebenen Kreise einen Bogen abzu- 
schneiden, der einen gegebenen Winkel als ümfangswinkel nmfasst. 
b) Ueber einer gegebenen Strecke als Sehne einen Bogen 
zu beschreiben, der einen gegebenen Winkel als Ümfangswinkel 
umfasst 

Analysis. Zu a). Es sei der Ümfangswinkel ACB ttber 
Fif. 34. ^^^ Sehne AB gleich dem gegebenen WinkeL 

Zieht man in A eine Tangente AT^ so ist 
TAB ~ ACB. Man erhalt dadurch folgende 
Lösung: 

Man ziehe an einen beliebigen Punct A eine 

Tangente und die Gerade ^42? an dieselbe unter 

dem gegebenen Winkel. 

^ Zu b). Ist AB die gegebene Sehne, TAB 

der gegebene Winkel und D die Mitte von AB^ 

so ist 'der Durchschnittspunct der Geraden DO und AO^ wenn 

DOJ.AB und AOA.AT ist, der Mittelpunct des gesuchten 

Kreisbogens. 

07. Von einem Puncto an einen Kreis eine Berührungs- 
linie zu ziehen. 

Liegt der Punct ausserhalb, so existiren zwei Lösungen. 

08. An zwei Kreise die gemeinschaftlichen Berührungslinien 
zu ziehen. 

Liegen die beiden Kreise getrennt, so sind vier Lösungen. 

Analysis. Zieht man von dem Mittelpuncte des einen Kreises 
eine Gerade parallel zu den Berührungslinien, so erhftlt man 
rechtwinklige Dreiecke mit Katheten resp. r — r' und r -f" ^\ 
durch deren Construetion die Berührungslinien erhalten werden. 
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Schneiden sich die beiden Kreise, so sind zwei Lösungen. 
Liegt der eine Kreis innerhalb des Umfanges des anderen, 
so giebt es keine Lösung. 

Unbestimmte Anfgabcn nnd geometrisclie Oerter. 

99. Wie bereits aus der Durchführung von wenigen Auf- 
gaben ersichtlich ist, handelt es sich bei der Auflösung von Auf- 
gaben um die Bestimmung von Puncten. Diese werden bei Con- 
structionen in einer Ebene als der Durchschnitt zweier Geraden, 
einer Geraden und eines Kreises, zweier Kreise; und bei Con- 
stmctionen im Räume als der Durchschnitt dreier Ebenen, zweier 
Ebenen und einer Kugel, zweier Kugeln und einer Ebene, dreier 
Kugeln gefunden. Die Puncto eines jeden dieser Gebilde, wie 
Gerade, Kreis, Ebene oder Kugel leisten einer Bedingung Genüge« 

Man nennt den Inbegriff aller Puncto, welche gewissen ge- 
gebenen Bedingungen Genüge leisten, einen geometrischen Ort. 

Hier sollen als geometrische Oerter nur diese erwähnten 
Gebilde zugelassen werden. Jeder geometrische Ort enthält die 
Lösungen einer unbestimmten Aufgabe, z. B.: „Der geometrische 
Ort der Spitzen aller gleichschenkligen Dreiecke, welche eine 
gegebene Grundlinie haben, ist die Senkrechte in der Mitte der- 
selben.'* Gleichbedeutend ist die Aufgabe: „Ueber einer gegebe- 
nen Geraden als Grundlinie ein gleichschenkliges Dreieck zu be- 
schreiben.*' 

100. Die bestimmten Aufgaben können aus den Oerteru, 
welche der Lösung zweier oder mehrerer unbestimmter Aufgaben 
entsprechen, zusammengesetzt werden. 

Als Beispiele mögen folgende Aufgaben dienen: 

a) Ein Dreieck ABC zn construiren, wenn gegeben sind: 
die Seite AB^ der gegenüberliegende Winkel C und die von der 
Spitze C gezogene Höhe h. Die beiden Lösungen sind die-Durch- 
schnittspuncte der im Abstände h zu AB parallelen Geraden 
mit dem über AB beschnebenen Kreisbogen, welcher den Win- 
kel C fasst. 

b) Ein Dreieck ABO zu construiren, wenn gegeben sind: 
die Seite AB^ der gegenüberliegende Winkel und die vom 
Puncto A gezogene Höhe. 

c) Ein Dreieck zu construiren, wenn der Winkel C und 
zwei Höhen gegeben sind. Zwei Fftlle, je nachdem die Höhe 
aofl dem Scheitel C, und eine, oder die beiden Höhen aus den 
Scheiteln A und B gegeben sind. 



Dat körperliche Vieleck und Vielfloch. 
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IL Raumliche Gestalten. 

Das körperliche Vieleck «nd VIelllAch« 



101. a) Durch n Puncie im 
Räume, von denen keine drei 
in einer Geraden liegen, sind 

*'^.*":'^ Gerade bestimmt 

b) Durch n Puncte, von 

denen keine vier in einer Ebene 
n (n— l)(n — 2) 



Hegen, sind 



Ebe- 



2 . 3 

nen bestimmt. 

Denn durch jeden Pimct und 



die 



(n-1) (n-2) 



Verbindungs- 



linien der übrigen (w — 1) Puncte 
sind eben so viele Ebenen be- 
stimmt, also durch alle n Puncte 

•JLÜLZLl^J^Lzii) Ebenen, von 

denen jede dreimal gezählt 
wurde. 



Durch n Ebenen, von denen 
keine drei durch dieselben zwei 

1 -8 



Puncte gehen, sind 



Durchschnittslinien bestimmt. 

Durch n Ebenen, von denen 
keine vier durch denselben Panct 

gehen, sind - ^-\ -— Durch- 

schnittspnncte bestimmt. 

Denn durch jede Ebene und 

(n - 1) (n - «) 



die 



2 



Durch- 



Schnittslinien der übrigen (n — 1) 
Ebenen sind eben so viele Durch- 
schnittspuncte bestimmt, also 

durch olle nEbenen — ^ ^ 

Puncte, von denen jeder drei- 
mal gezählt wurde. 



Sind die Durchschnittslinien dreier Ebenen zu einander 
parallel, so kann man ihren gemeinsamen Durchschnittspunct 
ins Unendliche setzen. 

c) Drei einander zu zweien kreuzende Gerade bestimmen 
eiuen begrenzten Raum, weil immer je zwei einander kreuzende 

Gerade einen Parallelraum bestimmen. Durch n einander zu 

n(n— l)(n — 2) 



zweien kreuzende Gerade sind daher 

Räume bestimmt. 

102. Unter einem vollstän- 
digen körperlichen n Eck 
versteht man das Gebilde, wel- 
ches entsteht, wenn n Puncte im 
Räume zu je dreien durch Ebe- 
nen verbunden werden« Die 
Verbindungslinien der Puncte 
heissen Kanten, die von diesen 
begrenzten Ebenen Flächen. 

103. Unter einem einfachen 
körperlichen n Eck versteht 



2 -3 



begrenzte 



Unter einem vollständigen 
körperlichen n Flach ver- 
steht man das Gebilde, welches 
entsteht, wenn n Ebenen zu je 
dreien sich in einem Puncte 
schneiden. Die Durohschnitts- 
linien der Ebenen heissen Kan- 
ten, die Durohschnittspuncie 
Scheitel 

Unter einem einfachen kör- 
perlichen n Flach versteht 
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man das Gebilde, welches ent- 
sieht, wenn n Puncte im Räume 
durch eine in sich zurückkeh- 
rende gebrochene Flftche derart 
verbunden werden, dass keine 



man das Gebilde, welches ent- 
steht, wenn n Ebenen einander 
zu einer in sich selbst zurück- 
kehrenden gebrochenen Fläche 
derart abgrenzen, dass keine 



drei Theilflächen durch irgend \ drei Scheitel in denselben zwei 
dieselben zwei von jenen ;i Punc- von jenen n Ebenen liegen, 
ten gehen. 

Analog wie das einfache ebene n Eck und n Seit nach der 
Vollendung mit einem gemeinschaftlichen Namen (Vieleck) be- 
zeichnet wird, so bezeichnet man das einfache körperliche n Eck 
und n Flach mit dem gemeinschaftlichen Namen Polyeder. 

Häufig bezeiclmet man damit auch den begrenzten liaum, 
welchen das Polyeder abschliesst. 

Der an einer Polyederkante liegende Keil, welchen die zu- 
gehörigen zwei Flüchen einschliessen, wird ein Keil, die an 
einem Polyederscheitel liegende Ecke, welche die zugehörigen 
Kanten einschliessen, eine Ecke des Polyeders genannt. 

Der Durchschnittspunct dreier oder mehrerer Polyeder- 
flächen, welche keine Polyedereeke bilden, heisst ein Neben- 
scheiteL 

Die Verbindungslinie zweier Polyederscheitel, welche durch 
keine Polyederkante verbunden sind, heisst eine Nebonkante 
oder Diagonale, und zwar der Oberfläche oder des Polye- 
ders, je nachdem sie in der Oberfläche des Polyeders liegt 
oder nicht 

Der von zwei nicht an einander stossenden Polyederflächeu 
gebildete Keil heisst ein Nebenkeil. 

Eine durch drei oder mehrere nicht derselben Polyederfläche 
angehörende Polyederscheitel gelegte und von der Oberfläche 
begrenzte Ebene heisst eine Neben fläche oder Diagonal- 
fläche des Polyeders. 

Jeder Theil der Oberfläche des Polyeders heisst ein Poly- 
edernetz oder Netz. 



Allgemeine Eigenseliaften der Polyeder. 

104. a) Da jeder Winkel der Oberfläche des Polyeders durch 
zwei Kanten gebildet wird, jede Kante zu zwei Polyederfläohen 
gehört und an jedem Endpuncte einen Scheitel bildet, d« h. zu vier 
Polyederwinkeln der gemeinschaftliche Schenkel ist, so ist die 
Anzahl der ebenen Winkel der Oberfläche des Polyeders doppelt 
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so gross, als die Anzahl der Kanten. Ist daher W die AniaU 
der Winkel, K die Anzahl der Kanten, so ist 

W—2K. 

Die Zahl W ist daher immer gerade. 

Die Anzahl der Flächen, welche Polygone von ungerader 
Seitenanzahl sind, muss daher gerade sein. 

b) Da jede Polyederflftche von mindestens drei Kanten ge« 
bildet wird, jede Kante zu zwei Polyederflächen gehört, so ist 
die dreifache Zahl der Flächen höchstens gleich der doppelten 
Zahl der Kanten. Ist daher F die Zahl der Flächen, so ist 

8F^2Jr. 

c) Da jede Polyederecke von mindestens drei Kanten ge- 
bildet wird, jede Kante zu zwei Polyederecken gehört, so ist 
die dreifache Zahl der Ecken höchstens gleich der doppelten Zahl 
der Kanten. Ist daher E die Zahl der Ecken, so ist 

3E£2K. 

105. In jedem Polyeder ist die Summe der Anzahl der 
Ecken und Flächen gleich der um zwei vermehrten Zahl der 
Kanten, d. h. es ist 

E+F—K+2. Euler scher Satz. 

Erster Beweis. 

llUlfssatz. Wenn in einem Netze eine Fläche mit anderen 
eine gewisse Anzahl von Ecken und Kanten nicht gemeinsam 
hat, so ist die Anzahl der nicht gemeinschaftlichen Kanten um 
Eins grösser , als die Anzahl der nicht gemeinschaftlichen Ecken. 

Es sei nun ein Netz von e Ecken, f Flächen, k Kanten 
gegeben. Nimmt man eine Theilfläche, welche mit den übrigen 
Theilflächen e Ecken nicht gemeinsam hat, weg, und bezeichnet 
man in dem jetzt erhaltenen Netze die Zahl der Ecken, Flächen 
und Kanten resp. mit e^, /*|, X:^, so ist 

/i = /•-- 1, e^ — e — f, Ä?! — * — (f + 1); 
mithin 

d. h. der Ausdruck f+e — k ist von der Zahl der Polyeder- 
flächen des Netzes unabhängig. 

Für ein Netz, welches aus nur einer Fläche besteht, ist 
fsBB 1, A; aa e, mithin /*-{-« — A; *» 1, also auch allgemein: In 
jedem Polyedenietze ist die Summe der Anzahl der Ecken und 
Flächen vermindert um die Zahl der Kanten gleich der Einheit. 
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Ein Netz wird auch erhalten, indem man von einem Poly- 
eder eine FlOche wegnimmt. FUr ein solches Netz ist 

Aus F— 1 + E— K= 1, folgt 

E^ F^K+ 2. 

Zweiter Beweis. Projicirt man das Polyeder von irgend 
einem ausserhalb desselben liegenden Puncto S im Räume, wel- 
cher in keiner der beliebig erweitert gedachten SeitenfiUchen liegt, 
auf eine Ebene, so erh&lt man auf dieser eia ebenes Netz von 
Fiff. 35. oben so vielen Puncten, Geraden, Polygonen, als 

auch das Polyeder Scheitel, Kanten, Polyeder- 
ilächen besitzt. Man kann nun in diesem Netze 
zwei Theile unterscheiden: eine dem Projections- 
centrum 8 zugewandte (in der Figur durch 
ausgezogene Linien dargestellte) und eine dem 
Puncto S abgewandte (in der Figur durch 
punctirte Liuien bezeichnete) Partie. Die ftussersten Seiten ge- 
hören beiden Theilen an. 

Man kann nun die Winkelsumme dieses Netzes auf doppelte 
Weise bestimmen: 

a) Jede Kante des Polyeders projicirt sich als Polygonseite 
im Netze, es ist daher nach 74 a) 

W— 2Ä'.2JB — F.4i? = (Ä'— F).4i?. 

b) Ist El die Anzahl der äusseren Umfangsecken des Netzes, 
E^ die der inneren, so ist die Winkelsumme, da jede der JE^ Ecken 
zweimal zu zählen ist, 

ir = 2 (JBi . 2 J? — 4 JR) -f .K, . 4 B — (jB — 2) . 4 Ä. 

Es ist daher 

/T— F—jB— 2oderJir— 1;+F— 2. 

Zusatz. Da die Winkelsumme W in a) gleich ist der 
Summe der Winkel des Polyeders, so ist in jedem Polyeder die 
Summe der Winkel an der OberflUche 

IT — (jB— 2).4i?. 

Anmerkung. Der erste Beweis ist von A. Grunert und 
setzt voraus, dass das Polyeder von einer zusammenhängenden 
gebrochenen Fläche begrenzt ist. Der zweite Beweis ist von 
J. Steiner und beruht auf der Voraussetzung, dass jede proji- 
cirende Gerade die Oberfläche des Polyeders nur in (einem) zwei 
Puncten trifft. Dass für nicht einfache Polyeder der Euler*8che 
Satz nicht gültig ist, hat zuerst S. L'Huilier nachgewiesen. 
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lOG. Folgerungen. 

a) TkLE+F^K—2 ist, 80 folgt: Hat das Polyeder 
eine gerade Anzahl von Kanten, so ist die Anzahl der Ecken 
und die der Flflchen zugleich gerade oder ungerade; ist die An- 
zahl der Kanten ungerade, so mnss, wenn die Zahl der Ecken, 
gerade oder ungerade ist, die der Flflchen ungerade oder ge- 
rade sein. 

b) Subtrahirt man die Ungleichungen 

^E< 2K, 3F^2K 
von tiE + SF'^iiK'^ G, so erhftlt man 

3^>/r+G, SF>K+0, 
also SE>K , ZF>K. 

Daraus folgt, dass in jedem Eckpuncte nicht mehr als fünf 
Kanten zusammenstossen dürfen, und jede Flftche von nicht mehr 
als fünf Kanten begrenzt sein darf. 

Denn würden in jeder Ecke sechs Kanten zusammenstossen, 
80 wUre G J? «■ 2 üf, also 3 JEJ ■« X, was unmöglich ist Wftren 
alle Flüchen von sechs Kanten begrenzt, so wäre 6 f* ■>■ 2 JT, 
also 3 ^ -B JT, was unmriglich ist. 

c) Wenn in jedem Eckpuncte m )Canten zusammenstosien, 
so ist 

mE^2K, also F— 2 — iC— /!? — !i-^ JT 

und J? : F — 2 : JT = 2 : m — 2 : m. 

Ist jede Fluche von n Kanten begrenzt, so ist 

fiF — 2K, also -E— 2~ A'— F— Ü^II^ iC 

und F:E— 2 :/f = 2 :n — 2 :n. 

Finden beide Fälle statt, d. h. stössen in jeder Ecke m 
Kanten zusammen, und ist jede Flftche von n Kanten begrenzt| 
80 ist 

EF:(E'' 2)fF— 2) — 4 : (m — 2) (n — 2). 

Da EF> (-E — 2) {F — 2) ist, so muss 4 > (m — 2) (n — 2) 
Bcin. Dies giebt l) m =» 3, n «= 3; 2) m «» 3, n ■« 4; 3) im »■ 4, 
II = 3; 4) m sa= 3, n «=« 5; 5) m = 5, ii = 3. 

Der erste Körper ist ein 4 eckiges 4 Flach, der zweite ein 
8 eckiges 6 Flach, der dritte ein Geckiges 8 Flach, der vierte 
ein 20 eckiges 12 Flach, der fünfte ein 12 eckiges 20 Flach. 

Sind die Flüchen regulär, so heissen diese fünf Körper: 
(Reguläres) Tetraeder, Hexaeder, Octaeder, Dodekaeder, Ikosaeder. 

Diese Polyeder werden reguläre genannt Es gibt daher 
nur fünf reguläre Polyeder. 

Fritebavf, Ocomtiri«. 2. Auti. 4 
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Dm Drelkant 

107. Der unbegrenzte Raum wird durch drei Ebenen, welche 
sich in einem Puncte schneiden , in acht halbbegrenzte RUume 
getheilt, von welchen jeder ein Dreikant genannt wird. 

Ein solcher Raum wird erhalten, indem man durch einen 
Punct drei Halbstrahien, welche nicht in einer Ebene liegen, 
zieht, und dann zwischen je zwei in den hohlen Winkel ein 
Ebenenstück legt. 

Der Strahlenmittelpunct heisst die Spitze, jede der drei 
halbbegrenzten Geraden heisst eine Kante, jedes der einge- 
schalteten Ebenenstttcke eine Seitenebene, der hohle Winkel 
zwischen je zwei Kanten eine Seite, der an einer Kante liegende 
hohle Keil ein Winkel des Dreikants. 

Im Dreikant unterscheidet man wie beim Dreieck zwischen 
anliegenden und gegenüberliegenden Stücken. « 

Der Winkel, welcher an der ausserhalb einer Seitenebene 
liegenden Kante liegt, heisst der Seite dieser Seitenebene 
gegenüberliegend; die beiden andern Winkel heissen der Seite 
anliegend. 

Ist /S die Spitze des Dreikantes und sind SÄ^ SB^ SC 
dessen Kanten, so werden mit ^, J?, C die Winkel, mit (ByC)j 
(C,ii), {Ä^B) die gegenüberliegenden Seiten und Seitenebenen, 
und mit SABC das Dreikant bezeichnet. Das Dreikant ist für 
die räumlichen Gebilde von derselben Wichtigkeit, wie das Dreieck 
für die ebenen. 

108. Verlängert man die Kanten eines Dreikantes SABC 
in das Entgegengesetzte und ei'weitert die Seitenebenen in das 
Unbegrenzte, so erscheineu zu dem gegebenen Dreikant noch 
sieben andere, welche mit dem gegebenen den ganzen unbegrenz- 
ten Raum einfüllen. Jedes der neuen Dreikante hat zu Kanten: 
entweder 

a) zwei der ursprünglichen und die Verlängerung der dritten, 
oder 

b) eine ursprüngliche und die Verlängerung der beiden 
andern, oder 

c) die Verlängerungen aller drei ursprünglichen Kanten. 

Sind SAijSBi^SCi die Verlängerungen von SA, iSB^ SC, 
so nennt man die Dreikante SABC^, SBCA^, SCAB^ in 
a) Nebendreikante; die drei Dreikante SAB^Ci, SBC^A^, 
SCA^B^ in b) Hinterdreikaute und das Dreikant SA^B^C^ 
in c) Scheiteldreikant des ursprünglichen. 

109. Zusammenhang dieser Dreikante. 
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a) Von 8 ABC xm^^SABCi. Die beiden Dreikute haben 

die Seite (^Ä^B) gemeinsam, je swei der flbri« 
gen Seiten, welche in derselben Ebene liegen, 
sind Supplemente su einander. Die Winkel C 
und (7| sind einander gleich, hingegen je swei 
der an einer der gemeinschaftlichen Kanten 
SA oder SB liegenden Winkel sind Sapple* 
mente zu einander. 

b) Von SABC und SA^B^C. Die Seiten {A,B) und {A^,B^ 
PI 3^ sind einander gleich. Je swei der übrigen 

^ Seiten der beiden Dreikante, welche in einer- 
A / lei Ebene liegen, sind Supplemente su ein- 





_ ,B ander. Die Winkel an der Kante SC sind 

«-•^ '^"^^-^j einander gleich. Je iwei Winkel, wie A und 

* A^y oder B und B^^ deren Scheitelkante aof 

einer Geraden liegen, sind Supplemente su einander. 

c) Von SABC und SA^B^C^. Je zwei Seiten, welche in 

Fig. 38. derselben Ebene liegen, sind einander gleich; 

K |f je zwei Winkel, deren Scheitelkanten auf der- 

V selben Geraden liegen, sind ebenfalls einander 

^^§f gleich. Denkt man sich im Innern eines jeden 

^#"" 'V-".*^^ ^ dieser Dreikante das Auge eines Beobachters, 

jr^"' / \ so folgen die gleichen StQcke der beiden Drei- 

/' \2 kante in derselben Ordnung, aber in yerschie- 

^ denem Drehungssinne auf einander. 

110. Da die beiden Dreikante die Seiten und Winkel in 

derselben Ordnimg einander gleich haben, so kann man die Frage 

auf werfen: Ist es möglich, zwei solche Dreikante zur Deckung 

zu bringen? Um diese Frage zu beantworten, könnte man sunSchst 

damit anfangen, dass man zwei gleiche Seiten, etwa (ii,J?) und 

(>ii,J9|), zur Deckung bringt. Dieses kann auf doppelte Weise 

geschehen : 

Erstens, indem man SAy^ mit SA und SB^ mit SB su- 
sammenlegt; 

zweitens, indem man SA^ mit SB und SB^ mit SA su- 
sammenlegt. 

a) F(lr die erste Deckung drehe man die Winkelebene 
(i4|,P|) um den Scheitel S in der Ebene {^A^B) so hinge, bis 
SA^ mit SA und SBy^ mit SB zusanmienföUt Die Kanten SC 
und 5(7| fallen dann auf entgegengesetzte Seiten der Ebene {^AyB\ 
können daher nicht zusammenfallen. 

b) Um die zweite* Art der Deckung der Seiten (A,^) und 
(Ai,^i) zu vollziehen, denke man sich den Winkel ASB^ und 
seinen Scheitelwinkel A^SB durch eine Gerade ZZ| halbiri« 

4* 
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Dreht man mm die Ebene {Ai^B^) um die Gerade ZZ^ so lange, 
bis sie mit der Ebene {Ä,B) zusammenfUllt, so wird SÄ^ mit 
SBj und SBi mit SÄ zusammenfallen. 

Sollten die Kanten SC^ und SC zusammenfallen , so mUssten 
die an den Kanten SA oder SB^^ und SB oder SA^ liegenden 
Keile einander gleich sein, 

also A ^* Bi und B ^^^ A^ 

mithin, wegen A ^= A^ und B «=* Bi 

A =s B -= ^1 «=» -ß| sein; d. h.: 

Zwei Dreikante, die sich als Scheiteldreikantc verhalten, 
können zur Deckung gebracht werden, wenn zwei Winkel des 
einen, und somit auch die ihnen entsprechenden Winkel des 
andern gleich sind. 

111. Der in a) des vorigen Art. angeführte Versuch, um 
die beiden Scheiteldreikante zur Deckung zu bringen, führte zu 
einer solchen Lage derselben, dass die Kanten SA und /Sil,, 
sowie SB und SB^^ also auch die Winkelebcnen {AjB) und 
(ili,i^i) zusammenfallen, während die Kante SC und die Kante 
Fig. 39. «^^1 9 welche in ihrer neuen Lage mit SC^ bezeich- 
net werden soll, auf der entgegengesetzten Seite 
der gemeinschaftlichen Winkelcbene liegt. 

Nimmt man nun auf den Kanten SC und SC2 
gleiche Stücke, etwa SC «= SC^ an, und zieht von 
den Puncten C und C, Senkrechte auf die Kante 
SAy welche dieselbe in dem Puncto A schneiden, 
so folgt aus: 

ASCA'^ASC^A, 

dass CA '^ CfA ist Zieht man an der gemeinschaftlichen 
Winkelebene (A^B) im Puncto A auf die SA eine Senkrechte 
AF, so ist der Winkel CAF das Mass des Keiles yl, und der 
Winkel C^AF ist das Mass des Keiles A^^ mithin ist Winkel 
CAF ^^ CfAF, Die von den Puncten C und C, auf die Gerade 
A F gefüllten Senkrechten schneiden dieselbe wegen CA '^^C^A in 
demselben Puncto, etwa Fy so dass CF ^'» C^F ist; d. h.: 

Zieht man in der angegebenen Lage der beiden Dreikante 
von den Puncten C und (7,, welche von der Spitze S gleichen 
Abstand haben, Senkrechte auf die gemeinsame Winkelebene, 
so treffen diese Senkrechten die gemeinsame Winkelebene in 
demselben Puncto F^ und die Abstände CF und C^F sind ein- 
ander gleich. 

Zwei solche Dreikante werden symmetrische Dreikante 
genannt 
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112. Nach Art 28 bestimmt man den Keil oder Neigungs- 
winkel xweier Ebenen dadurch, dasa man eine Ebene senkrecht auf 
die Diirchschnittslinic der beiden Ebenen legt Der Winkel der 
beiden DurchschnitUlinien der gegebenen Ebenen mit der dritten 
Ebene ist das Maas des Keils. 

Um die Winkel (Keile) eines Dreikants bequem darxusteUen, 

denke man durch einen Piinct S' im Innern des angegebenen 

Fig. 40. Dreikants drei Ebenen senkrecht auf die 

^ drei Kanten gelegt Diese drei Ebenen 

, / -# schneiden sich in drei Oeraden S'Ä'^ 8' B\ 

*'"^ /^w^\ S'C\ welche auf den drei Seitenebenen des 

/ ^ ursprünglichen Dreikants senkrecht stehen, 

/ .r ^ \ \ und xwar STA auf {B,C\ STS' auf (C,A), 

A^^ 1 •it ^^ *"^ (^t^)- ^»««o ^rej Geraden bUden 

-... ^ '' wieder ein Dreikant S'A'B'C\ welches ein 

e' Supplementar-Dreikant des ursprOng- 

liehen heisst 

Jo zwei Supplementär -Dreikante sind einander oongruenL 

Denn sind S" und S'' deren Spitzen, so folgt wegen des 
Parallelismus der Kant'ti und Scitenebenen die Gleichheit der 
Seiten und Winkel der beiden Dreikante in derselben Ordnung, 
also auch deren Congruenz. 

Man kann daher am be(]uenu$ten das Supplementar-Dreikant 
HO construiren, dass man den Punct S" in den Pimct 8 legt; 
also von S auf die drei Seitenebenen Senki-echte auf die ent- 
gegengesei/.te Seite der den Seitenelienen gegenüberliegenden 
Kanten legt; in letzterer Lage soll das Supplementar-Dreikant 
das Polar -Dreikant des gegebenen heisscn. 

Aus der Construction des Supplementar-Dreikants folgt 
unmittelbar: 

Jede Seile des Supplementar-Dreikants ist das Mass des 
Supplementes von den\jenigen Winkel des ursprünglichen Drei- 
kants, auf dessen Scheitelkante ihre Seitenebeno senkrecht 
steht. 

Da der Punct S innerhalb des Dreikants ^A'S'C liegt, 
und die Kanten des Dreikants SABC auf den Seitenebenen 
des Dreikants 8A'B^C' senkrecht stehen, so folgt, dass das 
Droikant SABC ein Supplementar-Dreikant des Dreikants 
8 ABC ist Die Seiten des Dreikants SABC sind daher 
ebenfalls die Supplemente der Winkel des Dreikants SÄB^ff. 
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Eü Ut daher 
iA,B) + C' — 2R, {B,C) + ^' — 2 Jf, (C,A) + B' ^ 211 
{A\ff) + C — 2Ä, (5',C') + il — 2i?, (O') + 5 — 27^. 

Dieselben Besbiebungen gelten auch für das Polar-Dreikant. 

Allgemeine Eigenschaften des Drelkauts* 

113. a) Zwei Seiten eines Dreikants sind grösser als 

die dritte. 

£s sei {A^B) die gi'össte Seite; man mache 
in der Ebene {A,B) den Winkel ASD » ASC, 
nehme SD »> SC beliebig und ziehe durch D 
die Gerade ABB willkürlich und verbinde A 
und (7, so ist: 

j^1../.J4L\» ASAB:-^ASAC\ also AD — AO. 

/ ^/ 'f \ Verbindet man B und (7, so ist in dem Droi- 

^ ecke ABC : AC + CB> AB — AD + DB, 
also 

CB > DB. 

In den Dreiecken SBC und SBD ist nach 58: 

Winkel B SO BSD, 

addii*t man dazu ASC ^=» ASD, so erhält man 

ASC + CiSJ? > ASB, d. h. 

(^,C) + {C,B) > (A,B). 

b) In jedem Dreikant ist der Ueberschuss je zweier Winkel 
über den chitten kleiner als zwei Rechte. 
Denn für ein Supplementar-Dreikant ist: 

iA\C) + (C;jr) > (A'B"), woraus A-^BK^R + C folgt. 

114. a) Die Summe der drei Seiten eines Dreikants ist 
kleiner als vier Hechte. 

Schneidet man die drei Kanten durch eine vierte Ebene in 
den Puncten A, B, C, so erhält man drei neue Dreikante 'mit 
den Spitzen A,B,C. Die Summe der Winkel der drei in S 
zusammenstossenden Dreiecke beträgt 3 • 2 Jß >» 622, die Summe 
der Winkel des Dreiecks ABC beträgt 222; daraus folgt nach 
dem vorigen Satze, dass die Summe der übrigen Seiten der Drei- 
kante mit den Spitzen A, B, C grösser als 222 ist Zieht man 
diese Summe von der Summe der Winkel der drei in S zu- 
sammenstossenden Dreiecke ab, so ist der Rest kleiner als 422. 
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b) Die Summe der drei Winkel eines DreikanU ist grOiier 
lils zwei Rechte. 

Denn construirt man ein Supplementär -Dreikant sum nr- 
sprünglichen, so ist 

oder 2R — C+2R — A + 2R — B<IB, 

mithin 2R<A + B + C. 

Ton der Congruens. und Hymmetrie sweier Dreikante« 

115. Da in einem Dreikant drei Seiten und drei Winkel 
vorkommen, so kann man die Frage auf werfen: Wie viele und 
welche von diesen Stücken müssen sswei Dreikante einzeln ein- 
ander gleich haben, damit sie congruent oder symmetrisch sind? 
Von den verschiedenen Fällen, zu welchen die Beantwortung dieser 
Frage führt, sollen hier nur die wichtigsten durchgeführt werden. 

Sind in zwei Dreikanten 

aj eine -Seite und die anliegenden Winkel, 

a^) ein Winkel und die anliegenden Seiten 
einzeln einander gleich, so sind sie congruent oder symmetrisch, 
je nachdem die iu beiden verglichenen Stücke in demselben oder 
in verschiedenem Drehungssinne aufeinander folgen. 

Beweis von a|). Folgen die verglichenen Stücke in demselben 
Sinne aufeinander, so bringe man die beiden gleichen Seiten 
zur Deckung. Wegen der Gleichheit der anliegenden Winkel 
fallen die beiden andern Seitenebenen, folglich auch deren ge- 
meinsame Kante zusammen. Folgen die verglichenen Stücke in 
verschiedenem Sinuc aufeinander, so bringe man das zweite Drei- 
kant mit dem Scheiteldreikant des ersten zur Deckung. 

Der Satz a^) wird auf dieselbe Art bewiesen. 

Sind in zwei Dreikanten 

bj die drei Seiten, 

bg) die drei Winkel 
einzeln einander gleich, so sind sie congruent oder symmetrisch, 
je nachdem die in beiden verglichenen Stücke in demselben oder 
in verschiedenem Drehungssinne aufeinander folgen. 

Flg. 41. Beweis von bj). Sind SABC imd S'A'B'C' 

C die beiden gegebenen Dreikante, so ziehe man 

^^^ von einem beliebigen Puncto C der" Kante SC 

.^ j\m des ersten Dreikants CA J. 8A^ CB J_ SBy und 

5 <^^ jy^ in der Ebene {A,B) AF±SA,BF±SB, wo 

^^j< ^ ^lon Durchschnittspimct der Geraden AF und 
BF bedeutet Macht man im zweiten Drei- 
kant S'C B» &'C7, und wiederholt die vorige Construction, so ist 



56 Zweites Buch. 

mithin Viereck gÄF'Jff ^.SÄFB, 

also Winkel C'A'F' — CÄF, C'B'F' = CBF, 

wodnrch die Bedingungen auf a|) oder a^) zurückgeführt bind. 

Beweis von b^). Man construire zu den beiden Dreikarten 
die Supplementär -Dreikante, bo sind diese nach b^) entweder 
congment oder symmetrisch, also auch die ursprünglichen. 

Zusatx. Ist (A^C) »a (^,C), so folgt aus der für den 
Beweis von bj) gegebenen Construction, wegen A CAF*:^ A CBF^ 
dass A '^^ B ist, d. h.: 

Gleichen Seiten liegen gleiche Winkel gegenüber, und um- 
gekehrt 

Ein Dreikant, welches zwei gleiche Seiten hat, wird gleich- 
schenklig genannt. 

116. Ualbirt man die drei Seiten eines Dreikants SABC 
durch drei Gerade SA\SB^,S(f (die Seite {B,C) durch SA\ 
u. 8. w.) und legt durch diese Gerade auf die Seitenebenen senk- 
rechte Ebenen, so schneiden sich diese in einer und derselben 
Geraden SO^ deren Winkel mit den drei Kanten des gegebenen 
Dreikants einander gleich sind. 

Es sei lunftchst SO die Durchschnittslinie der Ebenen, 
welche durch SA' und SB' senkrecht auf den zugehörigen Seiten- 
ebenen gelegt sind. 

Nach a^) sind die Dreikante SOA'B und SOA'C symmetrisch, 
„ SOB'A „ SOB'C „ 

also Winkel OSB ■= OSC, OSA — OSC, mithin auch 

Winkel OSB — OSA. 

Legt man durch die Geraden SO und SC' eine Ebene, so 
sind die beiden Dreikante SO CA und SOC'B symmetrisch, mit- 
hin steht die Ebene OS auf der Seitenebene {AyB) senkrecht. 
Vergl. Ai-t 82. 

Hieraus folgt noch: Man kann jedes Dreikant SABC in 
drei gleichschenklige Dreikante SOABy SOBC^ SOCA^ deren 
Seiten (0,^), (O^B)^ (^9^) gleich sind, zerlegen. 

117. Jedes von zwei symmetrischen Dreikanten lässt sich 
in drei Dreikante zerlegen, welche einzeln verglichen einander 
congruent sind. 

Denn bildet man zu einem Dreikant das zugehörige 
Scheiteldreikant, und verlängert die nach Angabe des vorigen 
Art. bestimmte Gerade SO nach rückwäiis, so wird durch diese 
Rückverlängerung das Scheiteldreikant in drei Dreikante zerlegt, 
welche mit den drei, durch 4ie Gerade 80 erhaltenen, Drei- 
kanten oongraent sind« 
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SjmMetrIsche Aebilde« 

.118. Man kann die am Schlüsse des Art 111 gegebene 
Definition für beliebige rAuniliche Figuren verallgemeinem : 

Wenn xwei räumliche Figuren eine gemeinschaftliche ebene 
Grundfläche haben und, die eine über, die andere unter der Ebene 
dieser GrundUüche, derart zusammengesetzt sind, dass die ron 
zwei enittprechenden Puncten, etwa M und üfj , auf die Ebene der 
GrundfliTche geHlllten Senkrechten diese in demselben Puncto m 
treffen und dabei von gleicher Länge sind, d. b« Mm t^ M^m 
ist, so uennt man sie symmetrische Figuren. 

119. Aus dieser Erklärung ergibt sich Folgendes: 

1) Der Abstand zweier Puncto Ä und B in der einen Figur 
ist gleich dem Abstände der entsprechenden Puncto A^ und Bi 
in der andern Figur. 

Denn die Trapeze AB ab und AiB^ab sind oongment. 

2) Liegen drei Puncto A^ByC der einen Figur in einer 
Geraden, so liegen die entsprechenden Puncto A^^B^^Ci der 
andern Figur in derselben Ordnung in einer Geraden. 

Denn nach l) ist AB — A^B^, BC — J?|C|, CA — C^A^^ 
also wegen 

AB^AC+CB, 

ist A^B^ — ^jCi + C^By 

Dem Durchschnittspuncto zweier Geraden entspricht daher 
der Durchschnittspunct der entsprechenden Geraden. 

3) Liegen in der einen Figur vier Puncto i4,^,C,I>, Ton 
denen nicht drei in einer Geraden liegen, in einer Ebene, so 
liegen auch die entsprechenden Puncto der andern Figur in 
einer Kbone. 

Denn schneiden sich die Geraden AB und CD in einem 
Puncle Z, so schneiden sich die entsprechenden Geraden .A^Bi 
und C\2>| in dem entsprechenden Puncto Z|. 

Aus 1), 2) imd 3) folgt: 

4) Einer ebenen Figur entspricht eine congruente, ebene 
Figur. 

5) Da jeder Winkel immer auf den Winkel zweier Goraden, 
die in einer Ebene liegen, zurückgeführt werden kann, der 
Winkel zweier solcher Geraden in der einen Figur nach 4) dem 
Winkel der entsprechenden Geraden der andern Figur gleich 
ist, so folgt die Gleichheit aller entsprechender Winkel der 
beiden Figuren. 

Zwei Polyeder, welche in die angegebene Lage gebracht 
werden können, werden symmetrisch genannt In zwei sym- 
metrischen Polyedern sind je zwei entsprechende Flächen 0(m- 
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gruent, und jeder Keil des einen Ui dem entsprechenden Keile 
des andern gleich. Dabei folgen die gleichen Stücke in gleicher 
Ordnung aufeinander, ohne dass die beiden Polyeder zur Deckung 
gebracht werden können. 

Zu jedem Polyeder ist nur ein Polyeder symmetrisch. 

Sind zwei Polyeder zu einem dritten symmetrisch, so sind 
sie untereinander congruent. 

Zusatz. Lilsst sich ein Körper durch eine Ebene in zwei 
symmetrische Hälften zerlegen, so i^t ein dem gegebenen Körper 
symmetrischer mit ihm congruent. 

Denn nimmt man diese theilende Ebene als Grund flilche, 
so bildet jede Uillfte des gegebenen Körpers eine Hillfte des 
symmetrischen. 

Anmerkung. Wollte man als Analogen zu einer gegebenen 
ebenen Figur eine symmetrische construiren, so mUsste man in 
derselben Ebene eine Gerade als Grundlinie annehmen und dem 
Scheitel der entsprechenden symmetrischen Figur von der Grund- 
linie gleichen Abstand geben. Dreht man das Ebenenstück der 
symmetrischen Figur um die Grundlinie, bis es mit der gegebenen 
Figur zusammenfallt, so decken sich die beiden Figuren. Bei 
ebenen Figuren ist also die symmetrische Figur zugleich con- 
gruent, es verschwindet daher die Symmetrie. 

Pyramidale nnd prismatische lUliime. 

120. Bewegt man eine unbegrenzte Gorade dei*art, dass sie 
längs des Umfanges eines (einfachen) ebenen nEcks und immer 
durch einen fixen Punct S, welcher nicht in der Ebene des 
n Ecks liegt, geht, so beschreibt die Gei*ade eine Fläche, wo- 
durch der unbegrenzte Kaum in zwei halbbegrenzte Räume ge- 
theilt wird. 

Ein jeder dieser beiden Räume, bestehend aus zwei im 
Puncto S zusammenstossendcn Stücken, welche zusammen eine 
#t flächige Ecke sammt Schoitelecke bilden, wird ein nseitiger 
pyramidaler Raum genannt. 

Den Umfang des nEcks nennt man die Leitlinie, den 
festen Pimct 6* die Spitze, die bewegte Gorade die Erzeugungs- 
linie, die beschriebene Fläche den Mantel des pyramidalen 
Raumes. 

Jedes der beiden Stücke desselben wird ein pyramidaler 
Halbraum genannt. 

Bewegt man die Erzeugungslinie fortwährend parallel, d. h. 
setzt man den Punct S in das Unendliche, so heisst der (halb) 
abgegrenzte Raum ein prismatischer. 
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Ein pyramidaler Raum entsieht auch dadurch, da«M man 
zwischen je zwei aufeinander folgende Strahlen eines Büschels Ycn 
n Strahlen ein Stück einer Ehene einschaltet. 

Ein nseitiger prismatischer Raum entsteht auch dadurch, 
dass man zwischen je zwei von n Parallelen, von denen nie mehr 
als zwei in einer Ebene liegen, einen Streifen einschaltet. 

Dem pyramidalen oder prismatischen Raum analog erhftlt 
man resp. einen conischen oder cylindrischen, wenn die 
Leitlinie eine krumme Linie ist 

Hier sollen nur solche conischo imd cylindrische Rftume 
betrachtet worden, deren Leitlinie eine Kreislhiie ist 

Die erzeugende Gerade heisst in jeder Lage eine Seite. 

Die Gerade, welche die Spitze des conischen Raumes mit 
dem Mittelpuncte des Kreises verbindet, heisst die Axe des 
conischen Raumes. 

In ähnlicher Weise nennt man die vom Mittelpuncte parallel 
zur Seite gezogene Gerade die Axe dos cylindrischen Raumes. 

121. Schneidet man einen n seitigen pyramidalen Halbraum 
durch eine Ebene, welche don sftmmtlichen Kanten begegnet, so 
nennt man das dadurch abgegrenzte Polyeder eine n seitige 
Pyramide. 

Das durch den Mantel abgegrenzte Stück der schneidenden 
Ebene, welches als von einem n Seit begrenzt ist, heisst die 
Grundfläche oder Basis; deren Seiten die Grundkanten, 
die übrigen die Seitenkanten der Pyramide. 

Der Abstand der Spitze von der Grundfläche heisst die 
Höhe der Pyramide. 

Schneidet man einen pyramidalen Halbraum durch zwei 
parallele Ebenen, so heisst das dadurch erhaltene Polyeder ein 
Pyramidalstumpf. 

Schneidet man einen prismatischen Raum durch zwei parallele 
Ebenen, welche sämmtlichen Kanten begegnen, so nennt man 
das dad\irch abgegrenzte Polyeder ein Prisma. 

Bei beiden Körpern nennt man jedes in den beiden schnei* 
deuden parallelen Ebenen abgegrenzte Stück ciuo Grundflftche 
oder Basis; der Abstand der beiden Grundflächen heisst die 
Höhe resp. des Pyramidalstumpfcs oder des Prismas. 

Schneidet man ein Prisma durch eine mit der Grundfläche 
nicht parallele Ebene, so heisst jeder der dadurch erhaltenen 
Körper ein Prismastumpf. 

Ist die Höhe zu den Seiten parallel, so heisst das Prisma 
ein gerades, sonst ein schiefes. 

Schneidet man einen halbconischen Raum durch eine Ebene, 
so erhält man einen Kegel — das Analogen zur Pyramide. 
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Den von zwei parallelen Ebenen abgeschnittenen Baum nennt 
man einen Kogelstumpf. 

Schneidet man einen cylindrischen llaiun durch zwei parallele 
Ebenen, so erhält man einen Cy lind er — das Aualogon zum 
Prisma. 

Die Pjraml«1o« 

122. Eine Pyramide hcistft rogulllr, wenn ihre Grundfläche 
ein rcgulllres Vieleck ist und die Verbindungslinie des Mittel- 
punctes der GrundtlUche mit der Spitze auf der Grundfläche 
senkrecht steht, also mit der Höhe identisch ist. 

Eine n seitige Pyramide hat n dreieckige Flächen mit ge- 
meinsamer Spitze, n dreiflächige Ecken mit gemeinsamer Grund- 

H (h — H^ 

fläche, eine « eckige Fläche, eine n flächige Ecke, ^ — '— drei- 

eckige Nebenflächen und ebenso viele dreiflächige Nebenecken, 

II /|| .^ 3\ 

— - Nebonkeile, die durch die Spitze gehen, und ebensoviele 

Nebenkanten, die in der Grundfläche liegen. 

Jede n seitige Pyramide lässt sich durch (n — 3) Neben- 
flächen, welche durch eine und dieselbe Seitenkante gehen, in 
(n — 2) dreiseitige Pyramiden zerlegen, die mit der ursprüng- 
lichen gleiche Höhe haben. 

Eine Pyramide, deren Grundfläche ein Dreieck ist, heisst 
ein Tetraeder. 

Dasselbe hat vier Flächen, vier Ecken und sechs Kanton, 
keine Nebenschcitel, Nebenkanten und Nebenflächen. 

Zu jeder Tetraeder fläche gibt es nur einen ausserhalb der- 
selben liegenden Scheitel, und umgekehrt. 

Zwei solche Stücke hcissen Gegenstücke zu einander. 

Zu jeder Tetraederkante gibt es nur eine dieselbe kreuzende. 
Zwei solche Kanten werden Gegenkanten genannt. 

Ein Tetraeder, welches eine rechte Ecke enthält, wird ein 
rechteckiges genannt. 

123. Die beiden Halbräume eines pyramidalen Raumes 
bilden zwei symmetrische .Ecken. Schneidet man nun diese bei- 
den Ualbräume durch zwei parallele Ebenen, welche von der 
Spitze gleichen Abstand haben und alle Kanten treffen, so bilden 
die Durchschnittspimcte der Kanten in den beiden parallelen 
Ebenen zwei congruente Figuren; man erhält dadurch zwei 
symmetrische Pyramiden, welche Scheitelpyramiden genannt 
werden. 

Denn die Yerbindimgslinien zweier entsprechender Punct- 
paare sind gleich und parallel, woraus folgt, dass die beiden 
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Schnitte congment sind. Bringt man diese congmenten Schnitte 
zur Deckung, so fallen die Spitzen der beiden Pyramiden sn 
entgegengesetzten Seiten dieser Flftehe, welche die OmndflSche 
der Symmetrie der beiden Pyramiden bildet» denn die Verbindungs- 
linie der Spitzen derselben steht auf dieser Flftche senkrecht und 
wird von ihr halbirt. 

124. a) Sind in zwei n seiügen Pyramiden die Ecken an 
der Spitze congment oder symmetrisch und drei Paare ent- 
sprechender Seiteukanten einander gleich, so sind die Pyramiden 
congment oder symmetrisch. 

Im ersten Falle kann man die congmenten Ecken an der 
Spitze zur Deckung bringen; wegen der Gleichheit der drei ent- . 
sprechenden Scitenkanten müssen die Ebenen der Qrundflilchen 
und mithin letztere selbst zpsammenfallen. 

Sind aber die Ecken an der Spitze symmetrisch, so bildet 
man zu der einen Pyramide die Scheitelpyramide und beweist 
deren Congruenz mit der andern. 

b) Sind in zwei n seitigen Pyramiden die Grundflächen oon- 
gruent, ein Paar entsprechender Gmndccken congment oder 
Bymmelrisch, und das zugehörige Paar von Seitenkanten einander 
gleich, so sind die Pyramiden congment oder symmetrisch. 

Im ei*8ten Falle kann man die congmenten Gmndecken zur 
Deckung bringen; wegen der Gleichheit der beiden Seitenkanten 
werden die Spitzen und wegen der Congruenz der Gmndfifichen 
die Gnindflttchen der beiden Pyramiden zusammenfallen« Zwei 
Pyramiden, deren Spitzen und GmndflUchen zusanunenfallen, 
(lecken sich. Sind die Gmndecken symmetrisch, so constmire 
man zu der einen Pyramide die Scheitelpyramide, u. s. w. 

125. Sind in zwei n seitigen Pyramidenstumpfen ein Paar 
GrundfiUchen congment, ein Paar entsprechender Gmndecken' 
congruent oder symmetrisch und die diesen zugehörigen Seiten- 
kanten einander gleich, so sind die Pyramidenstumpfe congruent 
oder symmetrisch. 

Beweis wie im vorigen Art. 

12G. Durch Zusammensetzung von zwei oder mehreren Pyra- 
miden erhält man ein Polyeder. 

Zwei Polyeder sind nur congruent oder symmetrisch, wenn 
sie in gleicher Weise aus gleichvielen congmenten oder sym- 
metrischen Pyramiden zusammengesetzt sind. 

Das Prisma« 

127. Analog wie bei der Pyramide unteracheidet man bei 
dem Prisma zwischen« Grundkanten, Seitenkanten, Gmndkeilen, 
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Seitenkeilen, u. 8. w., deren Anzahl bei einem iiseitigen Prisma 
sehr leicht angegeben werden kann. 

Wegen des Parallelismus der Seitenkanton und der Orund- 
flachen sind die Seitenflächen Parallelogramme. 

Sind die Grundflächen Parallelogramme, so heisst das Prisma 
ein Parallelepipedon oder eine Säule. In diesem sind je 
zwei gegenüberliegende Flächen congruent 

Durch eine Ecke eines Parallelepipedons sind die übrigen 
bestimmt 

Durch drei Schichten, welche durch drei einander kreuzende 
Gerade bestimmt sind, entsteht ein Parallelepipedon. 

Jst eine Kante senkrecht auf einer Fläche, d. h. sind zwei 
Keile einer Ecke rechte, so heisst das Parallelepipedon ein ge- 
rades; sind die drei Keile einer Ecke rechte, so heisst es ein 
rechteckiges. In letzterem sind alle Flächen Rechtecke. 

Ein rechteckiges Parallelepipedon, in welchem die drei iu 
einer Ecke zusammenstossenden Kanten einander gleich sind, 
wird ein Würfel oder Kubus genannt. In demselben sind alle 
gleichnamigen Haupt- und Nebenstücke einander gleich. 

Alle Flächen sind Quadrate. 

Der Würfel ist durch eine Seite bestimmt. 

Ein schiefeckiges Parallelepipedon, in welchem die drei in 
eine Ecke zusammenstossenden Kanten einander gleich sind, wird 
ein Rhomboeder genannt 

Das Rhomboeder ist durch eine Seite und einen schiefen 
Winkel bestimmt 

Denn ist tp der spitze Winkel einer Seitenfläche, so ist 
^««21? — q> der andere (stumpfe) Winkel 

Stellt man nun drei Seitenflächen so zusammen, dass drei 
spitze Winkel g> zusammenstossen, so sind die Winkel einer jeden 
der übrigen Ecken der Grundfläche tf;, ^, g>. 

Lässt man hingegen drei stumpfe Winkel ^ zusammen- 
stossen, so sind die Winkel einer jeden der übrigen Ecken der 
Grundfläche 9, (pj ^. 

Es sind nur zwei Rhomboeder möglich: das eine hat ein 
Paar gegenüberliegender Ecken mit lauter spitzen, das andere 
mit lauter stumpfen Winkeln. Diöse beiden Ecken werden 
Hauptecken genannt 

128. Zwei Prismen sind congruent oder symmetrisch, wenn 
sie ein Paar congruenter Gnmdflächen, ein Paar congruenter 
oder symmetrischer Ecken und das anliegende Paar Seit^nkanten 
gleich haben. 

129. Zwei Parallelepipeda sind congruent, wenn sie ein 
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Paar congruentor oder gymmetriBcher Ecken haben und die drei 
anstoBBendes Kanten einzeln einander gleich haben. 

Wegen der Symmetrie zweier Gegraecken Tertcliwindei di« 
Syrametri« der Parallelepipeda. 

lahaltavielckhelt der Frliwea nad Fyraaldea. 

130. Schneidet man einen prismatischen Raum durch zwei 
Paare pai-olleler Ebenen % | f(', % | S9', bo sind die swischen dea 
beiden Paaren enthaltenen Prismen inhaltsgleich, wenn ihn 
Seitenkanteu gleich sind. 

Legt man die beiden Prismen so zusammen, daas zwei ent- 
yig. n. sprechende Seitenlcanten zusammenfaUen, wodurch ein 
Punct der FlKche ü mit einem Puncte der Fliehe 9, 
ebenso ein Punct von %' mit einem Punct« Ton S9' 
zusammen fSllt, so sind die zwischen den Fliehen H 
und B, V und B' enthaltenen Kflrper (Prismen- 
stumpfe) congruent. Addirt man beiderseits den da- 
zwischen liegenden Körper, so erbKlt man die Gleich- 
heit des Inhaltes der beiden Prismen. VergL Art. C7. 
131. Jedes Parallelepipedon wird durch eine 
DiagonalAlcbe in zwei inhaltsgleiche, dreiseitige Prismen getheilt. 
Ist das Parallelepipedon ein gerades, so sind die beiden 
Theile congruent; ist das Parallelepipedon ein schiefes, so lege 
man an die Endpuncte einer Seitenkaute des Diagonalschnittes 
senkrechte Ebenen. Man erliUlt durch Erweiterung der Seiten- 
ebenen des gegebenen Parailepipedon ein zweites, diesem inhatta- 
gleiclies, gerades, welches durch die Diagonalebene balbirt wird. 
Die beiden zwischen den Grundebeneu enthaltenen Prismen sind 
inhaltsgleicli , also jedes die Hllfle des zugehörigen Parallele- 
pipedon. 

Zusatz. Zwei dreiseitige Prismen, welche durch verschie- 
dene DiagoDolschnitte eines Parallelepipedon erhalten wurden, 
nind inhaltsgleich. 

,,„ jj 132. Zwei Parallelepipeda, welche gleich« 

Grundflilche und glsiche Hohe haben, sind 
inhaltsgleich. 
Es seien 

$", $" die zu Tflrgleichendett Parallele- 
pipeda; a', b'; a", b" die Kanten ihrer Omnd- 



&: 



f" j \ f \l' fliehen; c', c" die Seitenkanteu. 



Vor den Seiten n', a" sei a' < o". 
In der Ebene der Grundftiche von $* yer^ 
längere man den zwischen b' und h' enthaltenen Streifen beliebig 
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nnd constmire in demselben ein Parallelogramm, dessen Seiten 
a* und h' sind; dieses ist dem ersten flächongleich. 

Den zwischen a" und a' soeben erhaltenen Streifen ver- 
iSngere man und construire in demselben ein Parallelogramm, 
welches h" und a' zu Seiten hat, daher dem aus a" und h' con- 
Ktruirten, also auch der Grundfläche von ^' fliichengleich ist. Das 
1'arallelogramm aus a' und h" ist daher dem von ^' congruent*). 

Stellt man die Parallelepipeda ^ und ^' so auf die ihnen 

congrucnten Grundfliichen, dass sie auf einerlei Seiten der ob- 

gewählten Ebene liegen, so mtlssen wegen der Gleichheit der 

Höhen die oberen Grundflächen in einer und derselben Ebene liegen. 

Ei'weitert man die an h' und h' liegenden Seitenebenen von ^ 

w M w ^ n ^ »t . w 11 45 1 

so erhftlt man ein Parallelepipedon $, dessen Gnindfldche die 
Kanten d\ V sind**). 
Nun ist nach 130 

$ = jp; vß = ^"^ also auch %' -= ^". 

133. Da jedes dreiseitige Prisma als die Hälfte eines 
Parallelepipedon angesehen werden kann, jedes mehrseitige Prisma 
in dreiseitige zerlegt werden kann, so folgt: 

a) Zwei dreiseitige Prismen von gleicher Ginindfläche und 
Höhe sind inhaltsgleich. 

b) Zwei beliebige Prismen von gleicher Grundfläche und 
gleicher Höhe sind inhaltsgleich. 

134. Jed(B dreiseitige Pyramide lässt sich in zwei congruente 
Pyramiden und zwei inhaltsgleiche Prismen, welche zusammen 
grösser als die Hälfte der Pyramide sind, zerlegen. 

a) Sind /;, F,G, H,J,K die Mitten 
dor Kanten der Pyramide ABCD^ so zer- 
fallt dieselbe durch Ebenen, welche durch 
die Mitten der Kanten gelegt werden, in 
die Pyramiden AEGH, DJIJK, und in die 
Prismen, deren eines das Dreieck BFJ^ das 
andere das Dreieck CFG zur Grundfläche 
hat. Diese beiden Prismen sind einander 
inhaltsgleich, wie man unmittelbar nach 131 
ersieht, wenn man sie zu Parallelepipeda 

ergänzt, wovon das eine die Grundfläche BFGEy das zweite das 

doppelte Dreieck CFG als Grundfläche besitzt. 




*) Aus der Gleichheit der Grundflächen von $', $" und der Vor- 
anssetsuni; a ^a" folgt die Möglichkeit dieser CoDstniction. 

**) Der Deutlichkeit halber wurden in der Fignr nur die Grund- 
flächen geieichnet. 
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b) Legt nian durch die Halbiniiigspaiicie je dreier in einer 
Ecke ziisammensiossender Kanten Ebenen, lo lerftllt die Pjra- 
mide in vier congruente Pyramiden der angegebenen Art und in 
ein Achtflach. Jede der Pyramiden ist daher kleiner als ein 
Viertel der ursprflnglichen Pyramide. 

c) Setit man die angegebene Zerlegung mit den beiden in a) 
erhaltenen Pyramiden fort und bexeichnet man die ursprQngliehe 
Pyramide mit X, die erhaltenen Theilpyramiden und Theilprismen 
mit X,, Xt, ••- und $|, $3,**, fo ist 

X-2^. +2X., 

X - 2$. + 4^ + 8^, + 8X3, u. s. w. 
Da nun Xi < i X, X^ < i X,, 2^ < i 1^, • • ist, 
so ist 2Xi < i X, 4 X, < i X, 8X, < i X, • • und 

X - 2>^, + 2«^, + 2'^, + . . + 2« «. + 2«X,, 

wo 2" X» < -r^ ist, also kleiner werden kann, als jede noch so 

kleine gegebene Grösse. 

135. Zwei dreiseitige Pyramiden, von gleicher Orundfliche 
und gleicher Höhe, sind inhaltsgleioh. Denn zerlegt man die 
beiden Körper in ihre Theilpyramiden und Theilprismen, so sind 
die letzteren in derselben Ordnung inhaltsgleich; es müssen da- 
her auch die beiden Pyramiden, als die Summen der Theilprismen 
inhaltsgleich sein. 

Zusatz. Zwei beliebige Pyramiden von gleicher Grund- 
fliiche und gleicher Höhe sind inhaltsgleich. 

136. Jedes dreiseitige Prisma Iftsst sich in drei inhalts- 
gleiche dreiseitige Pyramiden zerlegen. 

Legt man durch A^ B^ F eine Ebene, so 
zerfällt das Pnsma in eine dreiseitige Pyramide mit 
ABC als Grundfläche und F als Spitze, und in 
eine vierseitige Pyramide mit AB ED als Grund- 
flitche und F als Spitze. Legt man durch A^ E^ F 
eine Ebene, so wird dadurch die letztere Pyramide 
halbirt. Jede dieser Hftlften ist der ersten Pyra- 
mide raumgleich: denn betrachtet man z. B. ACF 
und ^2>F als Grundflächen und B und E als Spitzen u. s. w. 

Zusatz. Jedes dreiseitige Prisma ist das Dreifache einer 
Pyramide, welche mit ihm gleiche Grundfläche und gleiche Höhe hat. 

137. Jeder Prismenstumpf bt gleich der Summe dreier 
Pyramiden, welche die Grundfläche des Prisma zur OrundflOebe 
und die drei Ecken des Schnittes zu Spitzen haben. 

Frisohanf , Ocomtirle. S. Avfl. 6 
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a) Es gehe der Schnitt zimUchst durch eine Ecke der Grupd- 
Fif. 47. fläche, etwa durch C. 

Legt mal^ durch BCD eine Ebene, so zer- 
niUt der Prismenstumpf in die Pyramide mit 
ABC al» Grundflftche und D als Spitze und in 
die Pyramide mit BDE ^% Gmndflache und C 
als Spitze. Letztere Pyramide ist, wegen ilT) || BE^ 
gleich der mit ABE 2X% Grundfläche und C als 
Spitze, oder was dasselbe ist, mit ABC als 
Grundfläche und E als Spitze. Es ist daher der Prismenstumpf 
gleich der Summe zweier Pyramiden, welche ABC als Grund- 
flächen und resp. D und E als Spitzen haben. 

b) Legt man durch die kleinste Seitenkante eine Ebene 
parallel zur Grundfläche, so zerfUllt der gegebene Prismenstumpf 
6^ in ein dreiseitiges Prisma P und in einen Stumpf S\ wie in a). 
Aus S — P + ä' folgt, wenn man P in die drei Pyramiden und 
8' in die obigen zwei Pyramiden zerlegt, der angegebene Satz. 

Zusatz. Zieht man durch den Schweqmnct cT des Schnittes 
CDE eine Gerade JM parallel den Kanten des Stumpfes, welche 
dem Dreiecke ABC vol Puncto M begegnet, und schneidet die 
Ebene CJM das Trapez ABEL in der Geraden KL^ so ist 

AD + BE— 2 KL — 3JM; 

d. h. der Prismenstumpf ist gleich einem Prisma mit derselben 
Grundflftche und mit Seitenkanten gleich der, vom Schwerpuncte 
der Schnittfläche parallel zu den Kanten, gezogenen Geraden. 

Der Kegel au«l der (Zylinder. 

138. a) Jede durch die Axe des Kegels gelegte Ebene 

schneidet die Mantelfläche in zwei Geraden, die Grundfläche in 

einem Durchmesser, also die ganze Oberfläche in einem Dreiecke. 

^ ^. Das durch eine, durch die Axe SO und 

ritL 4S 

die Höhe 6'i/, gelegte Ebene bestimmte 
Dreieck 5^^ heisst das charakteristische 
Dreieck. Die Ebene desselben steht auf 
der Gnmdfläche senkrecht. Das charakte- 

3 ristische Dreieck theilt den Kegel in zwei 
symmetrische Theile. 
^ Denn zieht man in der Grundfläche 

zwei, gegen den durch das charakteristische 
Dreieck bestinmiten Durchmesser AB gleich- 
geneigte Radien OM und 0M\ so haben deren Endpuncte von 
dem Durchmesser, also auch von der Ebene des charakteristischen 
Dreiecks gleichen Abstand. 




Die Kngel. C7 

b) Jede durch 'die Axe des Cylinders gelegte Ebene schneidet 
die Mftntelflftche in zwei parallelen Geraden , die Orandfl[lchei& 
in zwei parallelen Durchmessern und die ganze OberflSche in 
einem Parallelogramme. 

Von den Schnitten wird der durch die Axe und eine H5he 
gelegte, das charakteristische Parallelogramm genannt. 
Dasselbe theilt den üylinder in zwei symmetrische Theile. 

Beweis wie beim Kegel. 

139. Zwei Kegel oder Cylinder mit kreisförmiger Grund- 
fläche sind congruent, wenn die Radien der Grundfl&chen gleich 

«sind und die Axen gleiche Länge und gleiche Neigung gegen 
die Grundflftche haben. 

Denn zwei Kegel, deren Grundflächen und Spitzen zusammen- 
fallen, sind congruent. 

Beim Kegel und Cylinder verschwindet die Symmetrie. 

Zwei gerade Kegel oder Cylinder sind congruent, wenn die 
Grundflächen gleiche Radien, und ihre Axen gleiche Länge haben. 

Die KngeL 

140. Man kann eine Kugel erzeugen, indem man einen 
Halbkreis, um seinen Durchmesser als Axe, eine volle Drehung 
machen lässt; der von demselben beschriebene Weg ist eine 
Kugel, die von der Kreislinie beschriebene Fläche eine Kugel- 
fläche. 

Statt des Halbkreises kann man auch einen ganzen Kreis 
um einen Durchmesser eine halbe Umdrehung machen lassen. 
Aus dieser Erzeugung einer Kugel durch einen Kreis, erklärt sich 
die Analogie vieler Eigenschaften von Kreis und Kugel. 

Eine auf dem Axen-Durchmesser senkrechte Gerade be- 
schreibt bei der Umdrehung eine auf dem Axen-Durchmesser 
senkrechte Ebene; die Endpuncte der durch die Gerade bestimm- 
ten Sehne einen Kreis. Steht die Gerade im Endpuncte des 
Durchmessers senkrecht, so beschreibt sie eine Ebene, welche 
die Kugel nur in einem Puncte tritft, und daher Bertthrungs- 
ebene an die Kugel heisst. Der gemeinsame Punct heisst der 
Bertthrungspunct. 

Der Schnitt einer Ebene mit einer Kugelfläche ist ein Kreis, 
dessen Mittelpunct P der Fusspunct dei: vom Kugelmittelpuncte 
auf die Ebene gefällten Senkrechten ist. 

Denn sind üf , ^, • • • beliebige Puncte der Schnittlinie, 

so ist A OPM'yA OPN u. s. w., 

also PN -■ PN '^ dem Halbmesser des Schnitt- 

kreises. 

6* 
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Zusatz. Je grösser der Abstand einer Ebene vom Mittel- 
pnncte der Kugel ist, desto kleiner ist der Kreis, welchen die 
Ebene abschneidet. 

Eine durch den Mittelpimct der Kugel gelegte Ebene schneidet 
daher den grössten Kreis ab. Man nennt einen solchen einen 
grSssten Kugolkreis. 

Die Endpuncte des auf der Ebene des grössten Kugelkreiscs 
senkrechten Durchmessers werden Pole genannt 

141. Zwei durch einen Durchmesser gelegte und durch 
diesen halbbegrenzte Ebenen bestimmen auf der Kugelflttche ein 
sphftrisches Zweieck. 

Die beiden an einen Endpunct des Durchmessers gezogenen 
Tangenten bilden einen Winkel, welcher der Winkel des Zweiecks 
genannt wird, derselbe ist gleich dem Keile der Ebenen des 
Zweiecks. 

Durch drei Durchmesser sind drei Ebenen bestimmt, welche 

die KugelflUche in acht sphärische Drei- 
ecke zerlegen. Jedes Dreieck wird durch 
drei Bugen grösster Kreise gebildet. Diese 
Bögen heiscn die Seiten, die von ihnen 
gebildeten Winkel die Winkel des sphäri- 
schen Dreiecks. 

Die sphärischen Dreiecke dienen zur 
Darstellung der zugehörigen Dreikante. 
''- Man kann die in Art. 108 — 117 gegebenen 

Sätze unmittelbar ' auf das sphärische Dreieck übertragen. 

142. Die Fläche des sphärischen Dreiecks dient zugleich 
als Mass des von den Ebenen gebildeten körperlichen Raumes. 

Sind nämlich a, j3, jf die Flächen der den Winkeln Ä^ J3, C 
entsprechenden Zweieoke, so ist (mit Berücksichtigung, dass die 
Dreiecke ABC und Ä' B'C flächengleich sind), wenn mit F die 
Fläche der Kugel, mit f die Fläche von ABC bezeichnet wird, 

mithin 

143. Die Schnittlinie zweier Kugelflächen ist eine Kreislinie. 
Denn sind 0, 0' die Mittelpuncte der beiden Kugelflächen, 

so ist, wenn M^N* • • beliebige Puncto der Schnittlinie bedeuten, 

AOO'M&AOO'N'** 

Die von den Puncten üf , N^ • • • auf die Gerade 00' ge- 
zogenen Senkrechten treffen diese Gerade in einem und dem- 
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Mlbfln Punct'', etwa P, nnd lind Ton ^Isiolier LOiig« ^ d«iiE 
lUdiuB des Schnittkreieea, dessen Uittelpnnct der Punct P ist. 

144. Alk in den Art. 86—88 angefahrten SItM fOr swm 
Kreise gelten unmittelbar fQr iwei Kugeln, indem man du Worfc 
Kreiü mit Kugel vertauscht. 

145. Eine Kreislinie kann mit einer KngelUche swoi, änem 
odor keinen Piinct gemeinsam haben. 

Schneidet nSmlieh eine Kreislinie eine Kngelflachfl ünmal^ 
so muss sie als geschlossene Linie aus dem Innem der abmtfiJls 
geschlossenen KiigelflBche ins AeuBsere treten, d. h. die Kugel 
nochmals schneiden. 

Hat ein Kreis mit einer KagelASche drei Puncte gematnaam, 
■jo liegt er volletfittdig in der Kugelllaohe. Hat ein Kreis mit 
einer KugelflBche nur einen Panct gemeinsam, so berilhrt er die 
Kugel in diesem Puncte. 

Eine unbegrenzte Qerade kann die KugelflBche nur ia swä 
I'uncten schneiden. Trifil die Qerade die Kngelfllohe nur ia 
einem Puncte, so berührt sie jene in diesem Pnnote. 

146. Drei Kugelfl&chen können sich in höchstens sv« 
I'uncten schneiden. 

Denn der Durchschnitt zweier KugelilSchen ist eine Kreis- 
linie, welche die dritte KugelflBche höchstens in swei Panetes 
Mihaeiden kann. 



Ein* und niuschriebene Tetraeder. 



147. Die sechs Ebenen, welche 
auf den Kanten oines Tetraeders 
in deren Mitten senkrecht ittchen, 
schneiden sich in einem Puncte, 
welcher von den vier Ecken des 
Tetraeders gleichweit entfernt ist. 

Die drei auf den Kanten 
einer TetraederflScIie Eenkrech- 
ten £benen schneiden sich nach 
82 in einer auf der Fläche in 
dem Mittelpuncte des umschrie- 
benen Kreises senkrechten Ge- 
raden. Alle Puncte dieser Ge- 
raden haben von den Ecken der 
FlBche gleichen Abstand. Je 
zwei dieser Geraden liegen in 
einer Ebene und schneiden sich 
in einem Puncte, welcher von 



Die sechs Ebenen, welche die 
inneren Keile eines Tetraeders 
halbiren, schneiden sich in einem 
Puncte, welcher von den vier 
Flüchen des Tetraeders gleich- 
weit entfernt ist. 

Halbirt man einen Keil durch 
eine Ebene, so haben deren 
Puncte von den Seiten des Kei- 
les gleichen Abstand. Die drei 
Kbenen, welche die drei an einer 
TetraederflBche liegenden Keile 
halbiren, schneiden eich in einem 
Puncte, welcher von den vier 
TetraederflBcheu gleichweit ent> 
femt ist. Die drei durch diesen 
Pimct und die Übrigen Kanten 
gelegten Ebenen halbiren die 
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den Ecken gleichweit entfernt 
ist, woraus folgt, dass durch 
diesen Punct die erwähnten sechs 
Ebenen gehen. 

Um ein gegebenes Tetraeder 
iSsst sich eine Kugel beschrei- 
ben. 



drei an diesen Kanten liegenden 
Tetraederkeile, woraus folgt, 
dass durch diesen Punct die er- 
wähnten sechs Ebenen gehen. 

In ein gegebenes Tetraeder 
lässt sich eine Kugel einschrei- 
ben. 



VergL Art 82. 

Zusatz. Halbirt man die drei an einer Tetraederfiäche 
liegenden Nebenkeile und die drei nicht anliegenden inneren Keile, 
80 schneiden sich die Halbirungsebonen in einem Puncto, welcher 
ebenfalls von den vier Tetraederfiächen gleichweit entjfemt ist. 
Man erhält auf diese Art vier weitere Berühnmgskngeln, welche 
man äussere Berührungskugeln nennt, während man die 
obige Kugel die innere Berührungskugel nennt. 

Ausser diesen fünf Kugeln existiren noch drei, von denen 
jede einzelne die Erweiterungen der Tetraederflächen, welche 
durch je zwei Gegenkanten gehen, berührt. 

Consiniction von Pnnctsysiemeu« 

148. Ein System von n Puncten zu construiren, welches 
einem gegebenen Systeme von n Puncten congruent oder sym- 
metrisoh ist. 

Es seien j1, /?, C, 2>, • • • • die Puncto des gegebenen Systems-, 
A'y B\C' D\' ••• die ihnen entsprechenden des zu construirenden. 

Bei der Auflösung sind drei Fälle zu unterscheiden, je nach- 
dem die gegebenen Puncto in einer Geraden, in einer Ebene oder 
im Räume überhaupt liegen. 

a) Im ersten Falle nehme man in einer beliebigen zweiten 
Geraden den Punct Ä' beliebig, mache A'B' »= AU^ gleichgiltig 
auf welcher Seite von A'. Jeder folgende Punct, etwa C\ wird 
so bestimmt, dass A'C = AC wird, wo C' mit B' auf der- 
selben oder entgegengesetzten Seite von A' liegt, je nachdem 
C mit B auf derselben oder entgegengesetzten Seite von A liegt. 
Legt man die beiden Geraden so aufeinander, dass die Puncto 
A und A\ B und B' zusammenfallen, so werden auch je zwei 
andere Punctpaare, wie G und C\ zusammenfallen. 

. b) Im zweiten Falle nehme man in einer beliebigen zweiteu 
Ebene einen Punct A' beliebig an, den Punct B' nehme man 
beliebig im Umfange des aus A' mit dem Halbmesser AB be- 
schriebenen Kreises; für den dritten Punct C nehme man irgend 
einen der beiden Durchschnittspimcte der zwei aus den Puncten 
A' mit AC und aus B' mit Ä(7 als Halbmesser beschriebenen 
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« 

Kreise» Jeden der folgenden Pnnete, wie D\ erhftlt mm, indem 
man au» Ä' mit ÄD und aus B^ mit BD Kreise beschreibt 
und denjenigen der beiden Durchschnittspnncte nimmt, welcher 
mit C auf derselben oder entgegengesetzten Seite Ton A*B' 
liegt, je nachdem D mit C auf derselben oder entgegengesetiten 
Seite von AB liegt. 

Legt man die beiden Ebenen so aufeinander, dass die Puncto 
A und A\ B und B\ C und C zusammenfallen, so werden 
auch je zwei übrige Punctpaare zusammenfallen. 

Die beiden Figuren, welche erhalten werden, indem man 
mit jedem der beiden Puncto C die Figur constniirt, werden 
dadurch zur Deckung gebracht, dass man die eine um A'B^ als 
Axo eineu halben Umschwung machen iSsst. Vergl. Art 119. 

c) Im dritten Falle nehme man im Räume einen Ponct A* 
beliebig an; der Punct B' ist ein beliebiger Punct der aus A' 
mit dem Halbmesser AB beschriebenen Kugelflache. Der Punct 
C' ist ein beliebiger Punct des Kreises, in dem die beiden aus 
A' mit AC und aus B' mit BC beschriebenen KugelflSchen sich 
schneiden. Der Punct D' ist einer der beiden Durchschnitts- 
puncte, in denen die drei aus A' mit AD^ ans B' mit JB2>, 
aus C mit CD als Halbmessern beschriebenen Kugelflflohen aiefa 
schneiden. 

Jeder der folgenden Pnnete, wie E\ wird gefunden, indem 
man dei\jenigen der beiden Durchschnittspnncte nimmt, in welchem 
die drei aus A' mit AEj aus B' mit BEj aus C mit CE be- 
schriebenen Kugelflächen sich schneiden, welcher mit D* auf der- 
selben oder entgegengesetzten Seite der Ebene A'B'C' liegt, je 
nachdem E mit D auf derselben oder entgegengesetzten Seite 
der Ebene ABC liegt 

Vollendet man die beiden Gebilde, welche durch Verwendung 
der verschiedenen Durchschnittspuncte D\ die mit D' und 2>/ 
bezeichnet werden sollen, erhalten werden, so seien 

A\ B\ C\ D\ js;', . . . . 

A\B\ c\d;,e;,^.^^ 

die beiden erhaltenen Systeme. Diese beiden Systeme sind, wie 
man unmittelbar aus 119 ersieht, symmetrisch. 

Eines dieser beiden Systeme von Puncten kann mit dem 
gegebenen zur Deckung gebracht werden. 

Legt man nttmlich jedes der beiden Systeme nacheinander 
so auf das gegebene, dass die Puncto A und A\ B und B\ 
C und C zusammenfallen, so wird einer der Puncto D' oder D(^ 
etwa der Pun»t D' mit D auf derselben ,Seite, der andere 
auf der entgegengesetzten Seite der Ebene ABO liegen. Die 
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Systeme Ä^ B^ (7, D • • • und A\ B\ C\ !>'•••• sind dann 
nach 106 congruent. 

149. Was die Construction des Sjsiemes A\ B\ (?',•••• 
anbelangt, so ist im ersten Falle fttr den Pnnct Ä' kein Abstand, 
iUr jeden der folgenden Puncte wie B' ein Abstand, also für 
alle n Puncto (n — 1 ) Abstftnde erforderlich. Im zweiten Falle 
ist für Ä' kein Abstand, für JB' ein Abstand, itlr jeden der fol- 
genden (n — 2) Puncte wie C zwei Abst&nde, also im Ganzen 

0+l + 2(« — 2) — 2n — 3 

Abstftnde erforderlich« Im dritten Falle ist fOr Ä' kein Abstand, 
für B* ein Abstand, für C zwei Abstftnde, fttr jeden der fol- 
genden Puncte wie D' sind drei Abstftnde, also im Ganzen 

+ 1 + 2 + 3 (n — 3) — 3n — 6 

Abstftnde erforderlich. 

Da nun bei einem Systeme von n Puncten die Anzahl der 
Abstftnde je zweier Puncte \n{n — 1 ) beträgt, so sind 
im ersten Falle i n Tn — l) — (n — l) — ^ (n — 1) (n — 2) 
„ zweiten „ ^ n (n — 1) — (2n — 3) — ^ (n — 2) (n — 3) 

„ dritten „ J ,i (n — 1) — (3» — 6) — i (n — 3) (« — 4) 
übrige Abstftnde der beiden Figuren einander gleich. Ist daher 
nicht, wie in der Aufgabe vorausgesetzt wurde, das ganze System 
von Puncten gegeben, sondern nur die (» — 1), (2fi — 3), 
(3n — 6) zur Construction eines congruenten oder symmetrischen 
erforderlichen Abstftnde, sowie auch die Seiten, auf denen die 
Übrigen Puncte resp. vom Puncto Ä oder von der Geraden ÄB^ 
oder von der Ebene ABC liegen, so lassen sich daraus auch die 
übrigen Abstftnde und alle dabei vorkommenden Gr(tosen finden. 
Statt der gegebenen Abstftnde kann man andere, durch sie 
bestimmte Grössen (Winkel, Keile) nehmen« 
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Die Aohnliohkeit der Geitalten. 



Proportionale Sirecken auf den Stmlilen« 

160. .Unter dem Verhältnisse zweier Strecken derselben 
Geraden versteht man daH Verhftltniss ihrer Massasahlen, dieselben 
positiv oder negativ genommen, je nachdem die Sirecken einen 
positiven oder negativen Weilh haben. 

Bei parallelen Geraden werden die positiven Richtungen 
übereinstimmend vorausgesetzt, femer werden zwei gle?ohgerich- 
tete Strecken von gleicher Grösse in parallelen Geraden als 
gleich betrachtet. 

Aus zwei gleichen (rationalen oder irrationalen) Verhftlt- 
nissen von Strecken erhillt man eine Proportion. Mit den vier 
Gliedern derselben kann man die in der Arithmetik als gestattet 
bewiesenen Verttndernngen vornehmen. 

151. Sind zwei Strahlen a und b gegeben und trftgt man 
auf dem eineUi etwa a, vom Mittelpuncte 8 aus eine Strecke ■» « 

mehrmals ab und zieht nach irgend einer Sich- 
tung in der Ebene der beiden Strahlen parallele 
Gerade, so schneiden diese auf dem zweiten 
Strahle vom Mittelpuncte S aus dieselbe AuaU 
gleicher Strecken, jede etwa -■ /}, ab. 

Ist nttmlich auf dem Strahle a 




so ziehe man 






und es folgt aus 

dass 8S^ — S^S^ — S^S^ — — /l. 
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Aus dem Beweise folgt noch, dass 

d. h. die Parallelen sind gleiche Vielfache einer Strecke, wie die 
Abschnitte auf den beiden Strahlen. 

152. a) Sind^m; I^m] ^n, Bn zwei Paare von gleichvielten 
Poncten, so ist 

SA^ : SA^ — SB„, : SB^ = A^B^ : A^B^. 

Allgemein: Sind AyA' zwei beliebige Puncto des Strahles a, 
und zieht man AB \ A'B' nach irgend einer Richtung, so ist 

SA : SA' — SB : SB' — AB : A'B". 

Sind SA und SA' commensurabel, so kann man sie als Viel- 
fache einer Strecke, etwa jedes = tt, betrachten; SB und Sff 
werden dann gleiche Vielfache einer Strecke, etwa jedes «» ßy sein. 

Sind SA und SA' incommensurabel, so kann man die Ver- 

SA. SS 

hältnisse -^-jr und -^^ zwischen dieselben Grenzen bringen. Das- 
selbe gilt von dem Verhältnisse a»^ > 

Man kann nSmlich immer SA' als ein Vielfaches einer Strecke 
betrachten, z.B. indem man SA' fortgesetzt (nmal) halbirt, wo- 
durch SA' B= 2"a «- (^a wird. Wegen der Incommensurabilit&t 
wird SA zwischen zwei Vielfache, etwa p a und (i) -f- l) a fallen, 

also das V^rhältniss -n-p zwischen die Grenzen -- und ^-^ — . 

SA q q 

Verbindet man A' und B' und zieht durch die Theilungspuncte 

Parallele mit A'B'^ so wird SB'^^qßy und SB zwischen 2)/3 

und (p + 1) ß fallen u. s. w. 

Zusatz. Dieser Satz enthält die Lösung der Aufgabe: Zu 
drei gegebenen Strecken a, b, c die vierte Proportionale d zu 
finden. 

Macht man^r^l = a, SA' — 6, 5JS -» c, und ziehiA'B' 1 ABy 
so wird SB' «= d, 

Anmerkung. Nimmt man auf das Zeichen Rücksicht, so 

ist-^-^ positiv oder negativ, je nachdem die Puncto ^,^', also 

auch die Puncto ByB'y auf derselben oder entgegengesetzten Seiten 
des Strahlenmittelpunctes S liegen. Da bei parallelen Geraden 
die positive Richtung übereinstimmend angenommen wird, so ist 
die Gleichung (a) auch mit Rücksicht auf das Zeichen, d. i. voll- 
ständig richtig. 

b) Umgekehrt, findet die Proportion 

SA : SA' — SB : SB' 

statt, so ist ABl 4'^. 
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Dftim TWbindat mui A mit B nnd tteht von A' ma» Pk> 
allole, welche d«n Strahl SB in B* Bohnüdet, ao üt 

S^ : S'A' — SB : SB", tUo 5 B' — SB", d. h. 
der Punct B" ist mit d«m Punct« B' identisch. 

FuBt mB» <i) <ind b) lus&mmen, bo erhslt mftn: 

c) Sind in einer Eb«ne drei Strahlen a, b, c gegeboi und 
wrden diese in den Puncten A, A'; S, B'; CfC" ao geMluittra, 
daM 

8A : SA' — SB : SB' — SC : SC 
wird, ao ist 

ABjA'B'; BCfB'C; CA\C'A', 
also sind anch die Winkel der Geraden AB, BC^ CA den Wink^ 
der Geraden A'B\ B'C\ CA' gleich. 

Insbesondere: Liegen die Pnncte A,B,C ia einer 0«radan, 
so liegen die Puncto A', B', C ebenfiiUs in einer inr enten 
parallelen Geraden. 

Im Folgenden itollen iwei Punct«, wie A and J^, B nnd ^, 
u. 8. w., welche anf demselben Strahle liegen, entsprechend» 
Puncto genannt werden. 

Aeknlicke QebUde. 

153. Ist im Räume ein StrablenbUscbel gegeben und be- 
stimmt man auf jedem Strahle ein Paar entsprechender Puncto: 
A,A'; B,B'; C,C\--- dergestalt, dass 

SA : SA' ~.SB:SB' — SC:SC — -- — k 
ist, BO finden folgende Beziehungen statt: 

1) Liegen die Puncto A, B, €,•■•• in einer Geraden, so 
liegen die entsprecherden Puncto A', B', C, • • • • ebenfalls in 
einer parallelen Geraden. 

Dem Durch echnittspuncte zweier Geraden entspricht der 
Durch seh nittspunct der entaprechenden Geraden. 

2) Liegen die vier Puncto A, B,C,D in einer Ebene, so 
liegen die entsprechenden Puncto A', B\ &, D' ebenfallB in einer 
parallelen Ebene. 

Denn schneiden sich die Geraden AB und CO in einem 
Puncto Z, so achneiden sich die entsprechenden Geraden A'B^ 
und Cd' in dem entsprechenden Puncto Z', 

3) Einer ebenen Figur entspricht nach l) und 2) eine ebene 
Figur mit gleichen Winkeln. 

i) Der Durch Schnittslinie iweier Ebenen entsprioht die 
(parallele) DurchBchnittalinie der entsprechenden Ebenen. 
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5) Eber knimmen Fläche entspricht eine krumme Flüche, 
der Durchschnittslinie zweier Flächen entspricht die Durchschnitts- 
linie der entsprechenden Flächen. 

Der Berührungsebene einer Fläche entspricht eine, zu jener 
parallele, Bertthrungsebene an die entsprechende Fläche. 

6) Einer Kugelfläche entspricht eine Kugelfläche, die Mittel- 
puncte der beiden Kugeln sind entsprechende Puncte. Denn ist 
der Mittelpunct der einen Kugelflächo, 0' der entsprechencte 
Ponct; M^M' zwei beliebige entsprechende Puncte, so ist 

SO _ SM OM 

SO' ~ SM' " WW "" ^^^^ 

Da OM unveränderlich ist, so muss auch O'M' unveränder- 
lich sein, d. h. der Punct 31' ist ein Punct der aus 0' mit dem 
Halbmesser O'M' beschriebenen Kugelfläche. 

7) Einer krummen Linie entspricht eine krumme Linie, dem 
Durchschnittspuncte zweier Linien entspricht der Durchschnitts- 
punct der entsprechenden Linien. 

Der Berührungslinie an eine Linie entspricht eine, zu jener 
parallele, Berührungslinie an die entsprechende Linie. 

8) Einem Kreise entspncht ein Kreis, als J)urchschnitt einer 
Kugel mit einer Ebene u. s. w. 

9) Bilden die Verbindungslinien der Puncte ^, B, C7, • • • 

A\ B\C\» • • zwei einfache ebene oder räumliche Vielecke, so 

folgt aus 

AB BC SA 

AB' ffC* SA' 

AB + BC -^ Aß SA 

A'B' + B*C + . . ; . °" Tb' ~ SA! ' 

d. h. die ümfUnge der beiden Vielecke stehen in demselben con- 
stanten Verhältnisse. 

154. Die beiden nach der angegebenen Con8ti*uction erhal- 
tenen Gebilde ii,^,C, ••• \md A\B\C\* * ' nennt man ähn- 
liche und ähnlich liegende Gebilde. Der Strahlenmittelpunct 
8 heisst der Aehnlichkeitspunct, und zwar ein Husserer oder 
innerer, je nachdem die Paare entsprechender Puncte auf der- 
selben oder entgegengesetzten Seiten des Aehnlichkeitspunctes 
liegen, d. h. je nachdem das constante Verhältniss SA : SA' positiv 
oder negativ ist. 

Ist 8A : SA' «- -{- 1, so sind die beiden Gebilde congruent. 
ist SA : SA' "» — i , so sind die beiden Gebilde symmetrisch. 
Die Aehnlichkeit ist daher eine allgemeinere Beziehung (Ver- 
wandtschaft) als die Congruenz und Symmetrie* 
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Das8 xwei Gebilde O und H fthnlich sind, wird durch 

bezeichnet 

Anmerkung. Der unendliche Raum wird hier gleichsam 
doppelt gedacht; man kann nämlich einen beliebigen Punct des- 
selben als einen Punct, sowohl der einen als der andern Figur, 
betrachten. Ist Ä ein Punct der ersten Figur, so erhftlt man 

(auf dem Strahle SA) den entsprechenden A' der zweiten Figur 

SA 
aus ^-p *» k. Ist A ein Punct der zweiten Figur, so erhftlt 

mau (auf dem Strahle SA) den entsprechenden A" der ersten 

Figur aus -^-t "■ * • 

Die Puncte A und A\ Ä' und A sind entsprechende Punct- 
paare. 

155. Zwei Gebilde, für welche sich ein Aehnlichkeitspunct 
fmden lässt, werden fthnlich genannt 

Zwei Kugeln haben fUr jede beliebige Lage einen ftussem 
und einen innem Aehnlichkeitspunct 

Denn zieht man von den Mittelpuncten und 0' die Radien 
OM und O'M' parallel und in derselben Richtung und verbindet 
die Puncte M und M\ so begegnet die Gerade MM' der Ver- 
Iftngerung der Centrilinie 00' in einem Puncto A^ so dass 

OA : O'A — OM : O'M' 

ist Zieht man jedoch die Radien ON und" 0' M* parallel, aber 
in verschiedenen Richtungen, und verbindet die Puncte N und iT, 
so begegnet die Gerade NM' der Centrilinie 00' in einem Puncto 
J, so dass 

Ol : 07 — ON : O'M' 

ist Die Puncte A und I sind daher unabhängig von der Lage 
der parallelen Radien OM^ ON^ 0'M\ es ist daher der Punct A 
der ftussere, der Punct I der innere Aehnliohkeitspunct der bei- 
den Kugeln. Jede gerade Linie, welche durch einen Aehnlich- 
keitspunct geht, heisst ein Aehnlichkeitsstrahl, und zwar ein 
äusserer oder innerer, je nachdem sie durch den Punct A 
oder durch den Punct / geht Jeder Aehnlichkeitsstrahl schnei- 
det beide Kugeln im Allgemeinen in zwei Puncten, z. B. begegnet 
der Strahl AMM! der Kugel noch im Puncte M^^ so begeg- 
net er der Kugel 0' in. einem Puncte Jf/, so dass OM^ | O'Jf/ 
ist Fallen die Puncto M und M^ zusammen, so fallen die Puncte 
M^ und M( ebenüalls zusammen, und die Gerade AM geht in 
eine gemeinschaftliche Tangente an beide Kugeln Aber. 
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Wegen OM — ON ist 

ÄO:ÄO' — IO:IO\ 

Berücksichtigt man das Zeichen, so hat man 

ÄOiAO' — '- IO:IO\ 

Zusatz. Sind r^r' die Halbmesser der beiden Kugeln, so 
iat 00' — r, r>r': 

OA^ ----., O'A'^ ''''' 



r — r ^ r — r 

Daraus folgt: 

a) OA > O'Aj 0I> O'I, d. h. die Aehnlichkeitspuncte liegen 
nfther dem Mittelpuncte der Kugel, die den kleineren Radius hat 

b) 1. Liegt die eine Kugel ganz ausserhalb der anderen, so 
liegen die Aehnlichkeitspuncte ausserhalb der beiden Kugeln. 

2. Berühren sich die Kugelüttchen von aussen, so ist der 
Berührungspimct der innere Aehnlichkeitspunct. 

3. Schneiden sich die Kugelfiüchen, so liegt der Süssere 
AehnlichkeitspuDct ausserhalb, der innere innerhalb der beiden 
Kugeln. 

4. Berühren sich die KugelflSchen von innen, so ist der 
Berühningspunct der ftussere Aehnlichkeitspunct. 

5. Liegt die eine Kugel innerhalb der anderen, so liegen 
die Aehnlichkeitspuncte innerhalb der kleineren Kugel. 

6. Sind die Halbmesser der beiden Kugeln einander gleich, 
so liegt der ftussere Aehnlichkeitspunct im Unendlichen, der 
innere auf der Mitte von 00\ 

Dasselbe gilt auch von zwei Kreisen, welche in derselben 
Ebene liegen. 

156. Alle im vorigen Buche über Congruenz und Symmetrie 
zweier Gebilde ausgesprochenen Sätze lassen sich unmittelbar 
auf die Aehnlichkeit übertragen, indem man für die Gleichheit 
der Seiten oder Kanten die Gleichheit der Verhältnisse dieser 
Grössen setzt. 

Sind nur zwei Seiten vorhanden, so kann man die darauf 
bezügliche Bedingung weglassen, indem zwei Grössen nur ein 
Verh&ltniss bilden. 

Insbesondere sind zwei Dreiecke ähnlich: 

a) Wenn zwei Seiten proportionirt und die eingeschlossenen 
^l^^nkel einzeln einander gleich sind. 

b) Wenn zwei Winkel einzeln einander gleich sind. 

c) Wenn die drei Seiten des einen den drei Seiten des 
anderen proportionirt sind« 
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d) Wenn zwei Seiten proportionirt, die gegenUberli^geiiden 
Winkel der einen Seite einzeln einander gleich, and das andere 
Paar Gegenwinkel zugleich spitze, rechte oder stampfe Winkel sind. 

Bei dem Beweise im Einzelnen kann man sieh des Hilfr- 
satzes bedienen: Sind zwei Gebilde oongraent and ist das «ne 
einem dritten ähnlich, so ist auch das andere diesem Ihnlieh, 

Besitzen die Dreiecke ABC und WS eine der in a) bis d) 
angegebenen Beziehungen, so ist, wenn man im Dreiecke ABC 
AB' \ AB zieht. 

Für a) mache man, wenn S — (7 yoraosgesetii wird, 

CA — e«, 

dann folgt aus 

Cil : S« — CB : S» 

CA : CA — CB : CB' 
tt» _ CB' 
mithin A ÄB'C r-t A «»ff. 

Für b) folgt, wenn CA' -• ffV gesetzt wird, anmittelbar 

AA'B'Cr^AHVfl. 
Fttr c) folgt diese Congruenz aus CA' «- S9 and 

(7ii : ff« — CB : ff » — Pii : »«, 
CA : CA' = CB : CB' — BA : B'A'. 

d) wird wie a) bewiesen. 

157. Durch Ueberti*agung der im Art. 149 gefundenen Resul- 
tate erhält man: Sind in einem Systeme von n Puncten in einer 
Geraden, in einer Ebene oder im Räume überhaupt resp. n — 2, 
2n — 4, 3n — 7 von einander unabhängige Verhältnisse der 
Abstände gegeben, so lassen sich aus diesen alle übrigen Ver- 
hältnisse der Abstände bestimmen. 

Anwendungen der Aehnlichkeitspnttcte. 

158. Ist C die Mitte des Segmentes AB, also C die Mitte 
Fig. 61. von A'B\ so folgt, wenn man mit / den 

S Durchschnittspunct der Geraden SC und AB' 
bezeichnet, 

AACIr^AB'C'I 

AIiIB' — ACi CB' — AB : A'B\ 

_ Dieselbe Beziehung erhält man für den Durch- 

C Jf schnittspunct der Geraden SC und BA^. Die drei 
't ' Geraden il^, BAl^ SC schneiden sich daher in demselben Pancte /• 
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umgekehrt. Zieht man in einem Dreiecke ABS die 
Gerade A'B' f AB und verbindet den Durchschnittspunct / der 
Geraden AB' und BA' mit der Spitze 8^ so halbirt die Ge- 
rade SI das Segment AB oder A'B\ 

159. Ist A' die Mitte von ASj B' die Mitte von BS^ so 
erhftlt man: die drei Geraden, welche die Mitten der Seiten eines 
Dreiecks mit den gegenüberliegenden Spitzen verbinden, schnei- 
den sich in demselben Puncto. 

Dieser Punct wird der Schwerpunct des Dreiecks genannt. 

Die Verbindungslinien heissen die Schwerlinien. Dabei ist 

wegen AB — 2ÄB\ AI—2IB\ BI—2IA\ SI—2IC. 

IGO. Es seien A\ B\ C' die Mitten der den Spitzen A^B^C 

Fig. 5t. gegenüberliegenden Seiten; / der Schwer^ 

punct. Errichtet man in den Puncten 
Ä^ B\ C Senkrechte auf die Dreiecks- 
seiten, so durchschneiden sich diese nach 
82 in einem Puncto 0. Dieser Punct 
ist zugleich der Durchschnittspunct der 

^ Höhen des Dreiecks ÄB'C^ da dieses 

^ ^ Dreieck mit dem Dreieck ABC^ in Be- 

zug auf I als innem Aehnlichkeitspunct, fthnlich ist Der abso- 
lute Werth des Aehnlichkeitsverhttltnisses ist 

lAlIÄ mm2l\. 

Um für das Dreieck ABC den dem Puncto (als Punct 
der zweiten Eigur) entsprechenden Punct // zu finden, verl&ngere 
man die Verbindungslinie Ol über / hinaus, bis III 's» 2 07 ist 
Der Punct // ist zugleich der Höhendurchschnittspunct des Drei- 
ecks ABC. Es ergibt sich daher Folgendes: 

a) In jedem Dreiecke schneiden sich die drei Höhen in 
einem Puncto. 

b) In jedem Dreiecke liegen der Schweri)unct, der Höhen- 
durchschnittspunct und der Mittelpunct des umschriebenen Krei- 
ses in einer Geraden, und zwar ist die Entfernung des letzteren 
vom Schwerpuncte die Hftlfte der Entfernung des Höhendurch- 
Bchnittsponctes. Euler scher Satz. 

Betrachtet man als einen Punct des Dreiecks ABC^ so 
wird der entsprechende Punct 0' des Dreiecks A'B'C gefundeui 
indem man 10' ^^ \0I macht Der Punct 0' ist der Mittel- 
punct des um das Dreieck A'B'C beschriebenen Kreises. 

Setst man O'I ■■ a , so werden die absoluten Lftngen von 

70 — 2a, HI^Aa, HO— 6a, HO' — HI -- O'I —Za 
O'I : 10 : HO' : ir7 : JIO — 1 : 2 : 8 : 4 : 6 . 
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Ausserdem folgt noch: 

O'IilO — O'n.OH, d.h. 

der Punct // kann ab ftasserer Aehnlichkeitspunct der beid«B 
aus und 0' um ABC und A'B'C beschriebenen Kreise be- 
trachtet werden*). 

Der Pjtharoriisehe 8ats. 

161. Zieht man vom Scheitel C des rechten Winkels eines 
rechtwinkligen Dreiecks ABC eine Senkrechte CD anf die Hypo- 
tenuse, so folgt 

Flg.M. t,ABCr^t,AI>C, 

C also ABiAC—ACiAD^ 

oder AC^ — AB • AD. (l) 

Ebenso ist 

BC^ — AB • BD. 

Durch Addition erhält man 

AC* -f ^fC* — AB^ (2) 

d. h. das Quadrat der Hypotenuse ist gleich der Summe der 
Quadrate der beiden Katheten. 

Aus AADCf^ADBC 

folgt AD : CD ^ CD: DB, 

oder AD • DB — CD* . . (3) 

1G2. Aus den Gleichungen (l) und (3) erhält man die 
Lösung folgender Aufgaben: 

a) Zu zwei gegebenen Strecken a und c die mittlere Pro- 
portionale b zu finden. 

1) Man beschreibe über die grössere Strecke a^^AB als 
Durchmesser einen Halbkreis, trage die kleinere c ^^ AD rom 
Endpuncte A aus ab, errichte im Endpuncte D eine Senkrechte, 
welche den Kreis im Puncto C schneidet. AC ^^ b ist die mitt- 
lere Proportionale. 

2) Man mache auf derselben Geraden AD "^ a, DB ^^ c^ 
beschreibe über AB einen Halbkreis, siehe DC Ju AB^ so ist 
DC '^b die mittlere Proportionale. 



*) Der Deutlichkeit halber wurden ^ um die Figur nieht sn com- 
plicirt SU machen, diese beiden Kreise nicht gcseiohnet und alle flber- 
iliissigen Linien weggelassen. 

Friiohftaf, Otomttri«. t. Aufl. 6 
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b) Zu zwei gegebenen Strecken a und b die dritte Propor- 
tionale zu finden. Lösung analog. 

163. Aus (1) folgt 

AV^:¥C^ — AD:I)B, ^AD iYdB ^ AC iCB-, 

€lamit lassen sich die Aufgaben lösen: a) Das Verhftltniss zweier 
Quadrate, b) das Verhältniss zweier Quadratwurzeln in ein ein- 
faches Verhftltniss zu verwandeln. Lösung analog. 

164. Die Constructionen von Ausdrücken yon der Fonn 



1/a» -f 6% }/a« — &•, >^a« + 6« + c« ± . • • 

werden mit Hilfe des Pythagorftischen Satzes vollzogen. Ver- 
mittelst dieses Satzes wird auch die Quadratwurzel aus einer 
ganzen Zahl geometrisch bestimmt, indem man die Zahl als die 
Summe oder Differenz von Quadraten darstellt; z. B. 



n. 8. w. 

Der Ptolemftlsche Satz« 

164. In jedem hohlwinkligen Kreis viorecke ist die Summe 
der Producte der Gegenseiten gleich dem Prodiicte der Dia- 
gonalen. 

Macht man im hohlwinkligen Kreisvierecke AB CD Winkel 
CDE — AJ)B, so ist 

A ABB ^ A ECB 
*'*'"• A BCBr^AAEB, 

also AB : BD ~EC\CB 

BCiBD^AEiAD 
oder AB^CD '^^BD'EC 

BC'AD^BDAE, 
also ABCD-\-BCAD — BD' AO. 



Potenz y Potensllnle nnd Fotenzebene. 

165. Zieht man in der Ebene eines Kreises von irgend 
einem Puncto P eine Qerade, welche dem Umfange des Kreises 
in den Puncten M und N begegnet, so ist das Pi*oduct 

PM*PN 

eine eonstante Grösse ftir jede durch den Punct P gezogene 
Gerade. 
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Denn begegnet eine iweite Oerade dem Kreiae in den Ponc- 



>^ 





ten M' nnd ^| so ist 

also PM:P3t — PIT i PN 

oder PMPN—PM' • PN' — const 

Dieses constante Product heisst die Potens des- Pnncies P 
fttr den gegebenen Kreis. 

Geht die Oerade PM'N' durch den Mittelpunct 0, so stellt 

der Ausdruck {PO + r) {PO — r) — TÖ^ — r* die Potens des 
Pnnctes P dar. 

Die Potenz ist positiv oder negativ, je nachdem der Punct P 
ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. 

Liegt der Punct P ausserhalb des Kreises, so ist die Potens 
gleich dem Quadrate der von P au den Kreis gezogenen Tangente. 

Liegt der Punct P innerhalb des Kreises, so ist der abso- 
lute Werth der Potenz gleich dem Quadrate der halben Sehne, 
welche auf dem durch P gezogenen Durchmesser im Puncto P 
senkrecht steht 

Zusatz. Eine Strecke AB ^^ a ist durch einen Punct C 
nach dem ttussercn und mittleren Verhältnisse getheilt, wenn 
der grössere Abschnitt AC ^=^ x das geometrische Mittel aus der 
ganzen Strecke und dem kleineren Abschnitte CB «- a — x ist; 
also 

Ä* — ■ a (a — x) oder a} ^^ x {a -{- x) . 

Aus diesem folgt: Beschreibt man mit dem Durchmesser a 
einen Kreis und zieht an einen Punct eine Tangente von der 
Länge n, so bestimmt der ausserhalb des Kreises liegende Theil 
der vom Endpuncte durch den Mittelpunct gezogenen Secante 
den grösseren Abschnitt x. 

ICG. Umgekehrt Liegen auf zwei Geraden, welche sich 
im Puncto P schneiden, vier Puncto: M und N auf der einen, 
M' und N' auf der anderen dergestalt, dass 

PM'PN^ PM' . PN' 

ist, so liegen die vier Puncto If, JV, M'^ N' im umfange einea 
Kreises. 

e* 
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Denn beschreibt man durch drei Puncte, etwa 3f, Ny 31' 
einen Kreis, und begegnet dieser der Geraden PM' im Puncte 
N'\ so folgt aus 

PM' . Pir — PM'PN—PM' . PN\ 

dass der Punct JY^ mit N* identisch ist. 

167. Sind in derselben Ebene zwei Kreise und 0' ge- 
geben, so nennt man den geometrischen Ort aller Puncte, deren 
Potenzen für beide Kreise einander gleich sind, die Potenzlinie 
der beiden Kreise; es ist dies eine Gerade, welche auf der Centri- 
linie 00' senkrecht steht 

Denn ist P ein Punct der Potenzlinie und sind r, r' die 

Radien der Kreise, so stellt der Ausdruck PO — r die Potenz 
des Punctes P hinsichtlich des Kreises 0, und der Ausdruck 

PO — r die Potenz des Punctes P hinsichtlich des Kreises 0' 
dar; wegen der Gleichheit dieser Potenzen ist daher 

PO — r B» PO — r . 

Zieht man vom Pimcte P eine Senkrechte auf die Gerade 
00\ welche derselben im Puncte C begegnet, so geht die obige 
Gleichung ttber in 

CO* — y^ — CÖ"* — /*. 

FQr alle Puncte der unbegrenzten Geraden PC findet diese 
Gleichung statt; es ist daher diese Gerade die Potenzlinie der 
beiden Kreise. 

Für die Bestimmimg des Punctes C hat man 

CO* — CCT* — r* - r'*, OC ^ CO' — 00' — il, 
woraus durch Division 



OC — CO' 



und damit 



,.«-.r'« 






T^-r* 



folgt 

Zusfttze. 

a) FQr zwei Kreise, welche sich schneiden, ist die gemein- 
same Secante die Potenzlinie. 

b) Berühren sich die beiden Kreise, so ist ihre gemeinsame 
Berühmngslinie die Potenzlinie. 

c). Liegt der eine Kreis ganz ausserhalb oder ganz inner- 
halb des anderen, so liegt die Potenzlinie ganz ausserhalb der 
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beiden Kreise und swar im enteren Falle zwischen den beiden 
Kreisen, im letzteren Falle liegt der Punct C nfther dam Mittel- 
puncte des kleineren Kreises. 

d) Die Yon einem «^Puncte P der Potenzlinie ausserhalb der 
beiden Kreise an dieselben gezogenen Tangenten, sind von glei- 
cher L&nge. 

Beschreibt man daher aus dem Puncto P als Hittelpunct 
mit der Lttnge dieser Tangenten als Halbmesser eine Kreislinie, 
so schneidet diese die beiden gegebenen rechtwinklig. 

168. Ist S ein Aehnlichkeitspunkt der beiden Kreise, und 
zieht man durch denselben einen Aehnlichkeitsstrahl, welcher 
dem Kreise in den Puncten M und N^ dem Kreise 0' in den 
Puncten M' und N' begegnet, so folgt aus 

SM : SM' — SN: Sir 

SM'SN' —SM'^SN. 

Nun ist SM 'SN — *• 

SM'-SN'—l^ 

wo k und { für alle durch S gezogene Strahlen constant sind. 
Multiplicirt man diese Gleichungen, so erhält man mit Berück- 
sichtigung der obigen Gleichung 

SM • SN' — SM" . SN — kl. 

Zwei Paare von Puncten, wie M und N' oder N nnd IT 
nennt man potenzhaltende Puncto des Aehnlichkeitspunctes S. 

169. Die in Art. 165 bis 168 gegebenen Beziehungen gel- 
ten auch für die Kugel. 

Dreht man die beiden Kreise und deren Potenzlinie um die 
Centrilinie als Axe, so beschreiben die Kreise Kugelflttchen, die 
Potenzlinie eine auf der Centrilinie der beiden Kugeln senk- 
rechte Ebene. 

Man erhält folgende Sätze: 

a) Zieht man von einem beliebigen Puncto P an eine Kugel 
eine Gerade, welche der Oberfläche in den Puncten M und N 
begegnet, so ist das Product 

PM'PN 

eine constante Grösse für jede durch den Punct P gezogene 
Gerade. 

Dieses constante Product heisst die Potenz des Punctes P 
für die gegebene Kugel. 

b) Der geometrische Oii aller Puncto, deren Potenzen für 
zwei gegebene Kugeln einander gleich sind, ist eine auf der 
Centrilinie der beiden Kugeln senkrechte Ebene, welche die Potenz- 
ebene der beiden Kugeln heisst 
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AehiüielikeitApiuiete und Fotensen dreier Kreise und dreier 

Kacr^ln« 

170. Sind in derselben Ebene drei Kreise 0, 0\ 0" ge- 
geben, so erhält man drei ttussere nnd drei innere Aehnlichkeits- 
puncte. Es seien 

fUr und 0' die Aehnlichkeitspuncte A" und I'* 

,f 1/ ,, (/ „ ,1 JL ff I » 

Von diesen Puncten liegen in einer Geraden: 

a) Die drei äusseren Aehnlichkeitspuncte. 

b) Je zwei innere Aehnlichkeitspuncte und deijenige ftussere, 
welcher den von den inneren Aehnlichkeitspuncten verschiedenen 
Index hat. 

1) Da die inneren Aehnlichkeitspuncte auf den Seiten des 
Dreiecks 0' 0" liegen, so können dieselben nicht in einer Co- 
den liegen. 

2) Weil die äusseren Aehnlichkeitspuncte auf den Ver- 
längerungen der Seiten des Dreiecks 0' 0" liegen, so können 
zwei äussere Aehnlichkeitspuncte und der innere Aehnlichkeits- 
punct mit dem verschiedenen Index nicht in einer Geraden 
liegen. 

3) Die Gerade ÄA' ist ein Aehnlichkeitsstrahl für die Kreise 
0' und 0'\ weil sie durch den Punct A geht; ebenso für die 
Kreise und 0'\ weil sie durch den Punot A' geht; also auch 
für die Kreise und 0': sie muss daher durch den Punct A" 
gehen. 

Anderer Beweis von a). 

Man ziehe von den Mittelpuncten 0, 0\ 0" parallele Gerade 
nach irgend einer Richtung; es seien p^p\p" deren Längen bis 
zum Durchschnitte mit der Geraden AA'\ f^ t\ t" seien die 
Radien der drei Kreise. Nun ist 

T \ r" '^p'ip''^ da A ein Aehnlichkeitspunct von 0\ 0" ist, 

r .r" —p :p" „ -A' „ „ „ 0, 0"" ^ 

also auch 

r:r''^p:p\ 

Ist X der Durchschnittspunct der Geraden 00' und AA\ 
so folgt aus der letzten Gleichung 

OX: 0'X — r:r\ 

d. h. X ist der äussere Aehnlichheitspunct der Kreise und 0\ 
Auf dieselbe Art beweist man, dass die Gerade II' durch 
den Punct A'' geht 



I 



Aehnlichkoitepancie tmd Potemen dreier Kreiae imd dreier KngelB. 8T 
Man erhftlt daher die folgenden Geraden: 

Ar r 

lA'r 

IVA" 

welche die Aehnlichkeitdaxen der drei Kreise genannt werden, 
und zwar die erste die Äussere, die drei übrigen die inneren. 

171. Es sei fttr und 0' die Potenzlinie p* 

^ „ 0" „ !>' 

Die drei Potenzlinien schneiden sich in demselben Punete. 
Denn ist P der Durchschnittspunct der Geraden j^" und p\ so 
sind die Potenzen des Punctes P für alte drei Kreise einander 
gleich, d. h. P ist auch ein Punct der Potenzlinie p der Kreise 
0' und 0'\ oder die drei Potenzlinien dreier Kreise schneiden 
sich in einem Punete. Dieser Punct heisst das Potenseentrum 
der drei Kreise. Liegen die Mittelpuncte der drei Kreise in einer 
Geraden, so sind deren Potenzlinien parallel, d.*h. das Potenz- 
centrum liegt im Unendlichen. 

172. Die Beziehungen der beiden letzten Art lassen zieh 
unmittelbar auf die Kugel übertragen. 

a) Für drei Kugeln erhalt man eine ftnssere und drei 
innere Aohnlichkeitsaxen, wie man ersieht, wenn man durch 
die Mittelpunkte eine Ebene legt. 

Zusatz. Jede durch eine Aehnlichkeitsaxe gelegte Ebene, 
welche die eine Kugel berührt, berührt auch die beiden anderen. 

Liegt jede Kugel ausserhalb der beiden anderen, so bilden 
die vier Aohnlichkeitsaxen die Kanten von vier Keilen, deren 
Seiten jede der drei Kugeln berühren. 

b) Ebenso wie in 171 beweist man, dass die drei Potenz- 
ebenen dreier Kugeln sich in derselben Geraden schneiden, indem 
man P als Durchschnittslinie der beiden Potenzebenen p** vjiAp' 
betrachtet u. s. w. 

Aehnllchkeiispnncic und Potenzen von vier Kngeln. 

173. Bei vier Kugeln 0^, 0|, 0,, 0, erh&lt man sechs ftnssere 
und sechs innere Aehnlichkeitspuncte; diese Puncto liegen in fol- 
gender Ordnung auf acht Ebenen, wobei allgemein durch Ar%^ 
Irt die Aehnlichkeitspuncte von 

Or und 0« 
bezeichnet sind: 
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-«Ol 


•^02 


^ 


A, 


^5 


-^«3 


^01 


ioi 


^.» 


^» 


^5 


-4^ 


Ici 


I» 


^» 


^. 


•^0$ 


^» 


^0. 


ly. 


/» 


•«01 


^ 


^« 


■/«. 


h. 


J« 


•^01 


^ 


•^1« 


i«. 


/«> 


/.» 


^« 


A« 


-^1» 


loi 


ios 


I» 


i,3 


-4q2 


^» 


/« 


/« 


^., 


^U 


Ai 


^« 



Die erste Ebene, welche diei sechs Kasseren Aehnlichkeiis- 
puncie enthält, soll äussere Aehnlichkeitsebene genannt 
werden; die vier folgenden Ebenen, welche drei äussere und drei 
innere Aehnlichkeitspuncte enthalten, sollen mittlere Aehn- 
lichkeitsebenen; und die drei letzten Ebenen, welche vier 
innere und zwei äussere Aehnlichkeitspuncte enthalten, sollen 
innere Aehnlichkeitsebenen genannt werden. 

Man beweist die Richtigkeit dieser Lagen der Aehnlichkeits- 
puncte in den erwähnten acht Ebenen, indem man beachtet, dass 
immer je sechs solcher Puncto auf drei Geraden liegeni von 
denen jede die übrigen schneidet. Von den drei äusseren Aehn- 
lichkeitsaxen 

4qi A^ ilj, 

A)i A» A» 

Att Att -^s 

schneidet jede die beiden anderen, also müssen diese drei Ge- 
raden, welche die sechs äusseren Aehnlichkeitspuncte enthalten, 
in einer Ebene liegen« 

Ebenso schneiden sich die inneren Aehnlichkeitsaxen 



ioi 


i« 


A, 


ioi 


^0. 


^» 


i«. 


I^ 


^ 


gegenseitig, also liegen die Punctc 


> 


•*Otl •*(»» -M»! 4 


11 > "^1 


in einer Ebene. 






Dasselbe gilt von den drei Geraden 


A, 


i"«, 


A. 


A. 


In 


A, 


^.1 


I» 


"^» 



l«t 



A, 



also liegen die sechs Puncto 
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Ai» '«t» A*» -'»t Alf -^ 

in einer Ebene. 

Auf ahnlicbe Art wird der Beweis fllr die flbrigen Ebeae a 
gefbhrt 

174. Die sechs Potenxebenea Ton Tier Kngefai eAneiden 
sieb in einem Puncie, dieser Punct beissi das PotenseentraB 
der Tier Kugeln. 

Es werde allgemein durch pn die Poteniebene tob Or ond 
O« bezeichnet. Die drei Ebenen 

schneiden sich in derselben Geraden, etwa p\ ebenso sehneiden 
sich die drei Ebenen 

i^off l'os« Pn 

in derselben Oeraden, etwa q. Die Geraden p und q liegen in 
der Ebene p^^ sie schneiden sich daher in einem Ponete P, 
welcher das Potenzcentram der Tier Kugeln ist 



Uarmonlsche Pnnete nnd StraUen. 

1 76. Eine durch ihre Endpuncte A und B bestimmte Strecke 
AB wird durch einen Punct C derselben Geraden in die Ab- 
schnitte AC und CB getheilt, aus welchen das YerhUtaiss 

AC 
CB 

erhalten wird« 

Dieses VerhIiltniBs ist positiv oder negativ, je nachdem der 
Punct C auf der Strecke AB oder ausserhalb derselben liegt; 
der absolute Werth desselben ist grösser oder kleiner als Eins, 
je nachdem der Punct C dem Puncto B oder A nAher liegt 

AC 
Ist ^-^ — -j* "^f so ^®gt C auf der Mitte von AB\ ist 

AC 

.,-,— — 1 , 80 liegt C im Unendlichen. 

176. Um die Strecke AB nach einem gegebenen Verhftlt- 
nisse p iq zu theilen, kann man sich des Satzes des Art 152 
bedienen, indem man durch den Punct A eine beliebige Gerade 
zieht, davon zwei Strecken u4D — -p imd DE^^ q abtrlgt, den 
Punct £ mit ^ verbindet imd DC | EB zieht 

177. Zwei Puncto C und 2>, welche die Strecke AB nach 
demselben aber entgegengesetzt bezeichneten Verhftltniise theilen, 
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dergestalt also, dass 

AC AB 

CB — DB 

ist, theilt dieselbe harmonisch. 

Man nennt die vier Puncto Ä^ 2?, 6\ D vier harmonische 
Poncte. 

Diu Poncte A und B^ sowie C und D nennt man zugeord- 
nete (conjugirte) harmonische Puncto, 

178. Ist für die beiden Puncto A und B der innere Punct C 

gegeben, so kann man den äusseren 
Punct D vermittelst des folgenden 
Satzes finden: 

Halbirt man in einem Dreiecke ABM 

den Winkel M und den zugehörigen 

Au86enwinkel, so theilen die Halbirungs- 

Union MC und MD die gogonttber- 

liegende Seite AB in, den Puncten C 

^ und D harmonisch. 

Man ziehe AK \ CM, AF\DM,w sind die Dreiecke AEM 

und AFM gleichschenklig, also 

EM^AM—FM. 
Es ist nun 

ACiCB^ EM X MB mm AM i MB 
DAiDB — MF : MB ^ AM : MB, 

also mit Rücksicht auf das Zeichen 

ACiCB — '-ADiDB. 

Beschreibt man daher \\m AB einen Kreis und .verbindet 
die Mitte N dos Bogens ANB mit dem Puncto C, so be- 
stimmt die Gorade, welche den Aussenwinkol bei M halbirt, den 
Punct D. 

Zusatz. Aus dem Beweise dos obigen Hilfssatzes folgt 
noch: dass die absoluten Werthe der VerhlUtnisse der Segmente 
von AB dem Verhältnisse der Seiten AM und BM gleich sind. 

179. Sind auf einer Geraden vier harmonische Puncto ge- 
geben, so nennt man die vier von einem ausserhalb liegenden 
Puncto gezogenen Strahlen harmonische Strahlen, s. B. die 
vier Geraden 

MA, MB, MC, MD. 

Die Strahlen MA und MB, sowie MC und MD nennt 
man zugeordnete harmonische Strahlen. 



Lage der harmonitchen Pnnete. Manigkrjchnngea. 91 

Lair« der luum^BliekeB PumI«. 

180. Es seien die Puncie Ä und B onTerinderlich (fix)» 
der Punct C yerftnderlich ; man bestimme den dem Punoie C m- 
geordneten Punct D. 

sei die Mitte von AR. 

Es ist AC: CB — — AD: DB. 

1) Ist der Punct C mit A identisch, d. h. ist AC ^»0^ so 
ist iiZ) -" 0, also auch D mit A identisch. 

Entfernt man C von A^ so wftchst das Verhältniss AC: CB^ 
also auch das Verh&ltniss AD : DB, 

2) Ist AC<AO, so ist AC:CB<1, also ADiDB 
y^ ^ absolut < 1 , mithin liegt der Punct D 

D ACQ B ausserhalb AB auf der Seite von A. 
"~""— — — "— ■"^"■"~' Nähert sich der Punct C dem Puncto 
0, so ntthert sich der Punct D auf der Seite Yon A dem Un- 
endlichen. 

3) Ist AC>AO, so ist AC:CB>1, also AD: DB 
absolut > 1, mithin liegt der Punct D ausserhalb AB auf der 
Seite von B. 

Nähert sich der Punct C dem Puncto J?, so nAhert sieh 
der Punct D dem Puncte B. 

Aus dieser Untersuchung folgt noch: Die Mitte iweier zu- 
geordneter Puncte liegt immer ausserhalb der Strecke der beiden 
anderen zugeordneten Puncto. 

Sind von vier harmonischen Puncten drei gegebeB| so ist 
der vierte bestimmt. 



Massglelchangen« 

181. Aus AC'.CB= — ADiBD (l) 

folgt AC' BD^CB'AD (2) 

Folgen die vier Puncte in der Ordnung A^C^ B^D auf- 
einander, so ist das Product der beiden äusseren Segmente gleich 
dem Producte des grössten Segmentes mit dem mittleren. Das 
mittlere Segment ist daher das kleinste 

Setzt man 

BD'^AD — AB, CBmmAB — AC^ 

so ist 

AC*BD — AC{AD — AB) — AC - AD ^ AC^ AB, 
CB'AD — (AB — AC) AD — AB- AD — AC*AD, 
rMS 2AC^AD — AB {AC + AD). 
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Ist O die Mitte von C und D, so ist 

AC+AD — 2A0, ACAD-^ÄÖ^ — C0\ 

mithin AB AO — AC * AD — To* — CO*; (3) 

woraus folgt 

CO* ^AO {AO — AB) — AOBO. (4) 

Anmerkung. Drei Grössen oder Zahlen A^ B^ C heissen 
harmonisch propoitionirt, wenn das VerhUltniss der ertöten zur 
dritten gleich ist dem Verhältnisse des Unterschiedes der ersten 
und zweiten zum Unterschiede der zweiten und dritten, d. h. 

A:C — A — B:B — C. 

Folgen die vier Puncto ^, 2^, C, D in der angegebenen 
Ordnung aufeinander, so sind die »Segmente ilD, AC^ AB har- 
monisch proportionirt, wenn 

ADiAB — AD — ACiAC-- AB 
oder ADiAB^CDiBC ist. 

Die Proportion heisst darum harmonisch, weil drei Saiten 
von gleicher Dicke und Spannung zusammenklingen, wenn ihre 
LSngen harmonisch sind, d. h. wenn sie die Lftngen 3, 4, 6 
haben, für welche 

3:6—4 — 3:6 — 4 ist 



Ton dem Pole 9 der Polare und der Polarebene. 

182. Dreht man in der Ebene eines Kreises (mit dem 
Mittelpuncte 0) um einen festen ]Punct P eine Gerade, imd sucht 
für die jedesmaligen Durchschnittspuncte M und N der Geraden 
mit dem Umfange des Kreises den zum Puncto P zugeordneten 
harmonischen Punct Q, so ist der geometrische Ort des Punctes 
Q eine Gerade QC, welche auf der Geraden PO senkrecht steht 

Fig. «0. 





Denn begegnet die Gei*ade PO dem j Umfange des Kreises 
in den Puncten A und £, und ist C der zu P zugeordnete 
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harmonische Punct, ist ferner R die Mitte Yon MN^ wo folgt 
nach 181, (3) 

PMPN—PQ'PB. 

Nun ist PA . P5 — PJtf • PN, 

also PCPO — PQ'PB 

oder PQiPC^ PO : PÄ, 
d. h. A POB r^ A PQC. 

Da 0B± MN ist, so ist auch QC±AB, d. h. die im be- 
stimmten Puncto C auf der Geraden PO errichtete Senkrechte CQ 
enthttlt den Punct Q. Man nennt die Gerade CQ oder p die 
Polare des Punctes P. Der Punct P heisst der Pol der Ge- 
raden p. 

Für die Gerade PO folgt noch nach 181, (4) 

ÄO^ — PO'OC, 

d. h. der Halbmesser des Kreises ist die mittlere geometrische 
Proportionale zwischen der Entfernung des Poles und der Polaren 
Tom Mittelpuncte. 

Vermittelst dieses Satzes erhftlt man ein sehr einfaches 
Constructions- Verfahren, zu einem gegebenen Pole die Polare, 
und umgekehrt, zu finden. 

Liegt der Pimct P innerhalb des Kreises, so liegt die Ge- 
rade p ausserhalb desselben und umgekehrt. 

Fallen die beiden Puncto M^ N zusammen, so fällt mit ihnen 
auch Q zusanmien; die Gerade PM wird dann eine Tangente 
an den Kreis, deren Bertthningspunct ein Punct der Polare bt 
Hieraus folgt: Zieht man von einem ausserhalb des Kreises liegen- 
den Puncto die beiden Tangenten, so ist die Gerade, welche die 
Beiilhrungspuncte mit einander verbindet, die Polare dieses 
Punctes. 

183. a) Die Polaren der sämmtlichen Puncto einer Geraden 
p gehen durch den Pol dieser Geraden. 

Denn ist Q ein beliebiger Punct der Geraden p, so enthSlt 
dessen Polare q sftmmtliche zugeordnete harmonische Poncte, 
also auch den Punct P. 

b) Umgekehrt: Die Pole der verschiedenen Strahlen eines 
Strahlenbüschels liegen in der Polare p des StrahlenmitteU 
punctes P. 

184. Die im Vorigen aufgestellten Begriffe über Pol und 
Polare lassen sich unmittelbar auf die Kugel übertragen. Denkt 
man sich die vorige Figur um PO als Axe gedreht| so besehreibt 
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der Kreis eine Kngelflftche, die Polare des Puncies P eine auf 
der Geraden PO senkrechte Ebene. Diese Ebene besitzt die 
Eigenschaft, dass sie jede durch den Punct P gezogene Trans- 
versale, welche der Kugelüftche in den Puncten M und N be- 
gegnet, in dem Puncto Q schneidet, welcher zu P zugeordnet 
harmonisch ist für die Puncto M und N. Diese Ebene heisst 
die Polarebene des Punctes P, und der Punct P ist der Pol 
dieser Ebene. 

185. a) Die Polarebenen der verschiedenen Puncto einer 
Ebene schneiden sich in einem Puncto, dem Pol der Ebene. 

Umgekehrt: Die Pole aller Ebenen, welche sich in einem 
Puncto schneiden, liegen in einer Ebene, welche die Polarebene 
dieses Punctes ist 

b) Die Polarebenen der verschiedenen Puncto einer Ge- 
raden schneiden sich in einer zweiten Geradon. 

Denn die Puncto einer Goraden können in jeder durch diese 
Gerade gelegton Ebene gedacht werden, die Polarebenen der- 
selben müssen sich daher in einem und demselben Puncto schnei- 
den; aber nach der Verschiedenheit der Ebene, in welcher die 
Gerade liegen soll, in immer anderen Puncten, was nur möglich 
ist, wenn diese Puncto in einer Goraden liegen oder die Polar- 
ebenen sich in einer imd derselben Geraden durchschneiden. 

Umgekohi*t: Die Pole der Ebenen, welche sich in der- 
selben Goraden durchschneiden, liegen in einer zweiten Geraden. 
Die zwei Geraden heisson polarreciproke Gerade. 

Zusatz. Um zu einer Geraden hinsichtlich einer gegebenen 
Kugel die Polarreciproke zu construiren, verfährt man folgender- 
masson: Schneidet die Gerade die Kugolflttcho, so lege man an 
die beiden Durchschnittspuncte Bortthrungsebonon; der Durch- 
schnitt derselben ist die PolaiTOciproko der ersten. 

Liegt die Gerade ausserhalb der Kugel, so lege man durch 
sie die zwei Borührungsobonon; die Verbindungslinie der Bo- 
rtthrungspancto ist die Polarreciproke. 

Denn berührt eine Ebene die Kugel, so ist der Berührungs- 
punct der Pol der Ebene, und umgekehrt Aus der Construction 
ist klar, dass die polarrociproken Geradon auf einander senk- 
rocht stehen. 

Ton der BerOhrnngsaufgabo« 

186. Die in den vorigen Abschnitten auseinandergesetzten 
Theorien der Aohnlichkoitspuncto, Axon und Ebenen, Potenzen, 
u. 8. w. gestatten eine leichte Lösung der ebenen und räumlichen 
Borfihrungsaofgabo. 

Die ebene Berührungsaufgabo lautet: Es sind drei Kreise 



Von der BeriUmiagndfiilM. 96 



gegeben; man soll einen Kreis beschreiben, welcher die gegebenen 
Kreise berfihrt. 

Die rftomliche BerOhmngsaafgabe lautet: Es sind vier 
Kugeln gegeben; man soll eine Kngel beschreiben, welche die 
vier gegebenen Kugeln berührt. 

Die erste Aufgabe wurde Yon Apollonius von Pergl 
aufgestellt und gelöst. Das hierauf beiQgliche Werk ging ver- 
loren, wurde jedoch von Vieta wieder hergestellt. Die erste 
Losung des r&um liehen Problems wurde von Fermat gegeben. 
Beide L(>sungen geschahen durch Reduction auf immer einiachere 
Aufgaben. Erst durch Gaultier 1813 und Gergonne 1814, 
wurden unmittelbare Lösungen der ersten Aufgabe gegeben. 

Die ganz analogen Lösungen der beiden Aufgaben sollen 
hier gegeben werden. 

187. Httlfssfttze. 

a) Werden zwei Kreise O und 0' von einem Kreise C be- 
rührt, so geht die Gerade, welche die Berührungspuncte ver- 
liindet, durch den äusseren oder inneren Aehnlichkeitspunct S 
von und 0\ und zwar: durch den Süsseren, wenn die beiden 
Kreise gleichartig (zugleich von aussen oder zugleich von innen); 
durch den inneren, wenn die beiden Kreise ungleichartig (der 
eine von aussen, der andere von innen) berührt werden. 

Denn jeder Berührungspunct ist ein Aehnlichkeitspunct und 
zwei gleichartige Aehnlichkeitspuncte liegen nach 170 mit 
einem dritten in einer Geraden. 

h) Werden zwei Kreise und 0' von zwei Kreisen C und C 
zugleich gleichartig oder zugleich ungleichartig berührt, so gehen 
also die Goraden, welche die Berührungspuncte verbinden, durch 
denselben Aehnlichkeitspunct S der beiden Kreise und 0\ 

Da die Berührungspuncte potenzhaltende Puncto von S sind, 
so folgt die (Weichheit der Potenzen von S hinsichtlich der Kreise 
C und C\ d. h. der Punct S liegt in der Potenzlinie dieser Kreise. 

Die Gerade, welche die Berührungspuncte der Kreise C und 
C durch die Kreise und 0' verbindet, geht aus denselben 
Gründen durch denselben Aehnlichkeitspunct T der Kreise C und 
C\ und dieser Punct liegt in der Potenzlinie von und 0\ 

188. Dieselben Beziehungen gelten auch für die Kugel, in- 
dem man ;,Kreis** und „Potenzlinie" durch ,^ugel^ und „Potena- 
ebepe*^ ersetzt. 

L BerQhmngsanfgabe für die Ebene. 

C 

189. Berührt der Kreis ^ die drei gegebenen Kreise 

0, Oj, 0, 
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Fig. 61. 



▼on Ti^Vn ^^^ bezeichnet man die Borühningspuncte yoü C mit 
den g^ebenen Kreisen durch 

die BerUhningspuncte von C mit den gegebenen Kreisen durch 

B\ Ä/, B^\ 
so ergibt sich Folgendes: 

1) 0, 0|, 0, berühren ^. von ^^^^^, also gehen die Seh- 
nen BB\ B^B/j B^B^ durch den 
inneren Aehnlichkeitspunct von C 
und C\ 

2) Die Potenzlinien von und 0„ 
und O2, Ol und 0, gehen durch 
den inneren Aehnlichkeitspunct von 
C und C'\ d. h. das Potenzcentrum 
P der drei Kreise 0, 0|, 0^ ist der 
innere Aehnlichkeitspunct von C 

^^--^ ' ^ ^ 3) c' berührt und 0^ von ^^/^. 

Die Potenzlinie von C und C geht 
daher durch den äusseren Aehnlich- 
keitspunct von und 0|. Ebenso 
wird bewiesen, dass die Potenzlinie 
von C und C durch die Uusseren Aehnlichkeitspuncte von 
und O2, 0| und 0^ geht; d. h. die äussere Aehnlichkeitsaxe der 
drei gegebenen Kreise ist die Potenzlinie der Kreise C und C\ 
4) Die Berührungslinien in B und B' sind zugleich die 
Potenzlinien von und C, und C. Weil die drei Potenzlinien 
von 0, C und C sich in einem Puncto X schneiden, so liegt 
der Durchschnittspunct X der BerUhrungstangenten in B und B' 
in der Potenzlinie von C und C\ 

Umgekehrt: Bestimmt man für den Kreis den Pol der 
Potenzlinie von C und C\ so liegt dieser auf der Geraden BB\ 
Aehnliches gilt auch von den Sehnen B^B^ und B^B'^ 

190. Werden zwei Bjreise, etwa und 0^ gleichartig, der 
dritte 0, ungleichartig berührt, so berühren 




aussen ^ „^^ innen 
innen» ^« ^^" aussen* 



Q' und 0| von 

Man findet, dass die Potenzlinie von C und C durch den 
äusseren Aehnlichkeitspunct von und 0^ und durch die inneren 
Aehnlichkeitspuncte von und 0^, 0^ und 0^ geht, d. h. mit 
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d«r iimereD Aehnlidikeitnxe ^A'^ ideattteh ist. Alle übxigea 
IkridiBiigea blttben nngelMdert» 

191. Die Lueoiig der BerOhruagBMigabe erbili man dalier 
anf folgoide Art: 

Man beetimml das Poteneentnun und die Adinlielikeitsaxen 
der drei gegebenen Kreise. Für jeden der gegebenen Kreise 
bestimmt man die diesen Geraden sugehSrigen Pole. Je drei 
(terade dorcb das Potenioentnun vnd dorcb die drei Pole einer 
Aehnliebkeitsaxe geben die BertUumngqmneie sweier geenchter 
Kreise. 

Man erbllt daber aebt AoflBsnngen. 

IL Berikmagsanfgabe flr den Baam« 

192. Berttbrt die Kagel ^ die Tier gegebenen Kngeln 

Of On 0«. 0, 
Ton ^^^ und bezeicbnet man die Berübrnngspnncte Yon C mit 

den gegebenen Kngeln dorcb 

-^Ot -^11 -^fi -^s» 
;1ie Berfibrungsponcte Yon C mit den gegebenen Kugeln durcb 

-^0» -^i'» ^i'i ^s't 

so ergibt sich Folgendes: 

1) Oo, 0,, 0,, 0, berühren q- von ^^S^» *^^ gehen die 
Sehnen 

^0^0» ^\^\y ^i^i\ ^t^t 

duixh den inneren Aehnlichkeitspunct von C und C. 

2) Die Potenzebenen von 0^ und 0,, 0^ und 0^, 0^ und 0,, 
0, und 0^, 0| und 0^, 0^ und 0^ gehen durch den inneren 
Aelinlichkeitspunct von C und C; d. h. dos Potenzcentrum P der 
vier Kugeln 0^, 0|, 0^, 0^ ist der innere Aehnlichkeitspnnct 
von C und C. 

3) g. berührt Oo und 0, von ^^. 

Die Potenzebene von C und C geht daher durch den äusseren 
Aclinlichkcit8pimct von Oq und 0|. Ebenso wird bewiesen^ dass 
die Potenzebene von C und C durch die Süsseren Aehnlichkeits- 
puncte von 0^ und 0,, 0^ und Oj, Oj und 0,, 0| und O,» O, 
und O3 geht; d. h. die äussere Aehnlichkeitsebene der vier ge- 
gebenen Kugeln ist die Potenzebene der Kugel C und C. 

4) Die Bertthrungsebenen in B^ und B^ sind sugleich die 

Fritekavf, 0«onMtri«. S. A«A. 7 
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Potenzebenen von Oq und C, Oq und C\ Weil die drei Potenz- 
ebenen von Oqj C und C^ sich in einer Geraden schneiden, so 
liegt die Durchschnittelinie der Berührungsebenen in Bq und J^^ 
in der Potenzebene von C und C\ Diese Durchschnittelinie ist 
aber die polarreciproke Gerade zur Geraden B^B^^ letetere muss 
daher den Pol der Potenzebene TOn C und C* hinsichtlich der 
Kugel Oq enthalten. Aehnliches gilt auch von den Sehnen B^B^^ 
B^B^\ B^B^. 

Wir erhalten daher ftlr die Construction der Kugeln C und 
C folgendes Verfahren: 

Um die Kugeln zu finden, welche vier gegebene Kugeln 
von aussen und von innen berühren: bestimme man das Potenz- 
centrum der vier gegebenen Kugeln und die ftussere Aehnlich- 
keitsebene, suche zu dieser für jede der vier Kugeln den Pol. 
Die vier Geraden durch das Potenzcentrum und durch die vier 
Pole geben die Berührungspuncte der beiden gesuchten Kugeln. 

193. Werden drei Kugeln, etwa 0^, 0|, 0, gleichartig, die 
vierte 0, ungleichartig berührt, so berühre 

0' ^0» ön O, von j^^^^ , O, von ^^^^.^ 

Man findet, dass die Potenzebene von C und C durch die 
ilusseren Aehnlichkeitspuncte von Oq und 0|, Oq imd 0^, 0^ und 
0,, hingegen durch die inneren Aehnlichkeitspuncte von Oq und 
O3, 0| und O3, 0, und 0^ geht; d. h. die mittlere Aehnlich- 
keiteebene 

^m -^18 ^2Z -^01 A» -^n 

ist die Potenzebene von C und C\ 

194. Werden zwei Kugeln, etwa Oq und 0|, gleichartig, 
die beiden anderen 0^ und O3 zwar untereinander gleichartig, 
aber ungleichartig mit den Kugeln Oq und 0| berührt, so berühre 

g. 0, ,md 0, von ''^^, 0, und 0, von ^^» . 

Man findet, dass die Potenzebene von C und C durch die 
Süsseren Aehnlichkeitepuncte von Oq und 0^, 0^ und O3, und 
durch die inneren Aehnlichkeitepuncte von Oq und O3 , Oq und 0,, 
0| und O31 0]i und 0, geht; d. h. die innere Aehnlichkeitecbene 

■'ot -^0» -'iji As -^1 -^w 

ist die Potenzebene von C und C 

195. Die Lösung der Berührungsaufgabe erhalt man daher 
anf folgende Art: 

Man bestimmt das Potenzcentrum und die Aehnlichkeits- 
ebenen der vier gegebenen Kugeln. Für jede der gegebenen 
Kugeln bestimmt man die diesen Ebenen zugehörigen Pole. Je 
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vior Gerade^ durch das Potenzcenirom und durch die Pole einer 
Aehnlichkeitsebene, geben die Berühmngspnnete iweier gefach- 
ter Kugeln. 

Man erhftlt daher sechzehn Auflösungen. 

III. Specielle FftUe der BerlUimgsanfipabe. 

196. Die obige Lösung ist die LOsung des allgemeinen 
Falles der folgenden Aufgabe: 

a) Es sind von Puncten, Geraden und Kreisen drei ge- 
geben; man bestimme einen Kreis, welcher durch die Puncto 
geht und die Geraden und Kreise berührt. 

b) Es sind von Puncten, Ebenen und Kugeln yier gegeben; 
man bestimme eine Kugel, welche durch die Puncto geht und 
die Ebenen und Kugeln berührt 

Man kann insofern die frühere Aufgabe als den allgemeinen 
Fall betrachten, indem man den Punct als einen Kreis oder eine 
Kugel vom Halbmesser Null, die Gerade als einen Kreis, die 
Ebene als eine Kugel, beide mit unendlich grossem Halbmesser 
betrachtet 

Wie aus dem Ganzen ersichtlich ist, reducirt die L^ung in 
I. den gegebenen Kreis, und ebenso die in 11. die gegebene Kugel 
auf einen Punct Aber auch in den übrigen speciellen Filllen 
ist es möglich, die gegebenen Kreise oder Kugeln auf Puncto su 
reduciren. Dazu ist es erforderlich, die Begriffe der Aehnlich- 
keitspuncte, Potenzen, u. s. w. für diese besonderen Fälle von Kreis 
und Kugel aufzustellen. 

197. 1) Der äussere und innere Aehnlichkeitspunct eines 

Punctcs und ^*?^er^Kugef ^»^ ^^"^ ^^^^ ««^^^«^ - 

2) Als Süsserer und innerer Aehnlichkeitspunct einer ^j^q^ 

und 'i Se? ^ö°°^" ^^^ Endpuncte des auf der ^^^f senk- 
rechten Durchmessers angenommen werden. Sind Ä und / die 
Endpuncte dieses Durchmessers, P der Durchschnittspunct der 

Geraden AI mit der gegebenen Ebene"» ®^ ^^^ i. B. für den 

AeBhlichkeitsstrahl ÄNM, wo M und N die Durchschnittsponcie 

.. , Geraden „„^ dem Kreise ... 
mit der ^^^^^ und ^^^ g^^^i smd. 

AAPMf^AÄNI 
ANiAI—AP:Ä]l£ 
AM • AN— AI. AP— comi. 

Die Puncto M und N sind daher potenzhaltend. 
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Dasselbe gilt für jeden inneren Aehnlichkeitsstrahl. 
Man kann daher auf diesen Fall die Art 187 und 188 
anwenden. 

3) Der Süssere Aehnlichkeitspunct zweier Puncte liegt auf 
der Verbindungslinie derselben im Unendlichen, der innere auf 
der Mitte derselben. 

4) Die Potenx^^JSe "»~ P«"«*«» «"^ Ä kSS"'»'^^»" 
Puncto und der poii^r^bene ^^^^^ Punetes gleichen Abstand. 

Denn begegnet eine vom Puncte P an den Kreis gezogene 
Gerade dem Umfange in den Puncten M und M\ und ist Q die 
Mitte von PP^^ wo P' der yierte harmonische Punct ist, so ist 

181iW _ . 

QI^ — qF* — QM . QM\ 

Nun ist Q? die Potenz des Punetes Q fttr den Punct P 
(als Kreis betrachtet), QM • QM' die Potenz des Punetes Q für 
den Kreis; also ist Q ein Punct der Potenzlinie von Pimct und 
Kreis. 

Alle Puncte Q liegen in einer zur Polare parallelen Geraden. 

Ebenso ¥rird der Beweis für die Kugel geführt. 

gegebene ^« genommen werden. 

6) Die PotenzJ^^^ zweier Puncte ist die auf der Mitte der 

Verbindungslinie senkrechte £^q^* 

198. Duix^h Anwendung dieser Begriffe gelangt man schliess- 
lich zu folgenden Aufgaben: 
a) Gegeben sind: 
1^ Zwei Puncte und eine Gerade. 

2) Ein Punct und zwei Gerade. 

3) Drei Gerade. 

Zu l). Sind M und N die beiden gegebenen Puncto, P der 
Durchschnittspunct der Verbindungslinie derselben mit der ge- 
gebenen Goraden, T der Berührungspunct des gesuchten Kreises, 
so ist _ 

Pl^ — PM^PN, 

also T bekannt. — Zwei Auflösungen. 

Zu 2). Man bestimme in der Verlängerung der Senkrechton 
von dem gegebenen Puncte auf die Halbirungslinie des Winkels 
der beiden Geraden einen Punct von gleicher Entfernung von 
der Halbirungslinie. 
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Der gesuchte Kreif geht durch dieeen Pimct 

Dadurch ist die Aufgabe auf l) reducirt 

Zu 3). VergL 82. 

b^ Gegeben sind: 

1^ Drei Puncto und eine Ebene. 

2) Zwei Puncte und swei Ebenen. 

3) Ein Punct und drei Ebenen. 

4) Vier Ebenen. 

Zu 1). Durch die drei Puncte lege man einen Kreis, errichte 
im Miticlpuncte desselben eine Senkrechte, so liegt auf derselben 
der Mittelpunct der gesuchten KugeL Durch diese senkrechte 
Gerade lege man eine auf der gegebenen Ebene senkrechte Ebene; 
80 liegt im Durchschnitte der beiden Ebenen der gesuchte Be- 
rührungspunct Bestimmt man auf dieser (Geraden den Bertthmngs- 
punct des Kreises, welcher durch die swei Durchsohnittspnncte 
des Kreises durch die gegebenen Puncte mit der senkrächten 
Ebene geht, und obige Gerade berührt, so bt dieser BerOhrungs- 
punct ein Punct der gesuchten KugeL 

Zu 2). Halbirt man den Neigungswinkel der beiden Ebenen 
und sieht man von einem der beiden gegebenen Puncte eine 
Senkrechte auf die Halbirungsebene und verllngert dieselbe um 
die Entfernung des Punctes von der Halbirungsebene, so ist der 
Endpuüct dieser Senkrechten ein Punct der gesuchten KugeL 

Zu S\ Wird auf ähnliche Art auf 2) reducirt 

Zu 4). VergL 147. 

Anmerkung. Die Bestimmung der Bertthrungspuncte einer 
Geraden ist durch das angegebene allgemeine Constructions- 
verfahren nicht möglich. Der Grund liegt darin, dass es keinen 
construirbaren Pol einer Geraden hinsichtlich einer gegebenen 
Geraden (diese nftmlich als Kreis mit unendlichem Radius be- 
trachtet) gibt Die Polaren der verschiedenen Puncte einer 
Geraden hinsichtlich einer gegebenen Geraden sind parallel su 
dieser Geraden; der Durchschnittspunct der Polaren, welcher der 
Pol der ersten Geraden ist, liegt daher im Unendlichen. 

Dasselbe gilt auch von den Berührungspuncten einer Ebene. 

Ton der stereographischen Projeetioa, 

199. Projicirt man die Puncte einer Kugelflfiche Yon einem 
Puncto S der Oberfl&che derselben als Projectionscentrum auf 
eine Ebene als ProjecUonsebene, welche sur Berührungsebene im 
Projectionscentrum S parallel ist, so erhftlt man die stereo- 
graphische Projection der Puncte der Kugelfiftche. 

Für diese Projection gelten folgende Sfttie: 
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a) Liegen die eu prqjicirenden Puncte der Kngelflttche in 
einem Kreise, so liegen auch die Piincte der Projection in einem 
Kreise; d. h. einem Kreise auf der Kugelflilche entspricht ein 
Kreis als Prqjection. 

Zieht man vom Projectionscentnun eine Gerade durch den 
Mittelponct, so steht diese auf der Projectionsebene senkrecht. 
Der Fusspunct JV' dieser Geraden ist die Projection des End- 
punctes N des Durchmessers SN. 

Ist Jf ' die Projection de« Punctes M^ so folgt (vergl. Art. 197) 

SM^SM' — SN . SN' — const 

Es seien iKf|, Jlf|, JSf,, • • • • Puncte eines Kreises k auf der 
KugelflI&che; Mi\ JKf/, 3l^\ • • • • deren Projectionen. Fttr diese 
Puncte findet also die Gleichung statt 

SMi . SM^ — SM^ • SIT/ — 

Denkt man sich durch den Kreis k und den Punct Mi eine 
Kugelfläohe St gelegt, und bezeichnet man mit JiT,^, JUT^^ • • • • die 
Durchschnittspuncte derselben mit den Strahlen SM^^ SM^^ • • •, 
so ist 8 Ml • SMi die Potenz des Punctes S für die Kugel ft, also 

SMi . SMi — SM^ • SM^" — • • • 

woraus die Identität der Puncte M^'\ M^^ • < • mit den Puncteu 
Jfi , M^ • • • folgt. 

Da die Puncte M^^ 3f,', üf/, • • • auf einer Kugel und in 
einer Ebene liegen, so liegen sie in einem Kreise k\ welcher die 
Projection von X; ist 

b) Zwei sphttrische Linien (d. L Linien auf der Oberfiftche 
der Kugel) schneiden sich unter demselben Winkel wie ihre 
Projectionen. 

Sind 8 und t die beiden im Durchschnittspuncte M der 
beiden Linien gezogenen Tangenten, also («, t) das Mass des 
spftrisohen -Winkels; so bestimmen die Ebenen durch S, 8 und 
8^ i in. der Projectionsebene zwei im Puncte M' sich schneidende 
Gerade 8' und t\ und in der Bertthrungsebene an den Punct S 
zwei durch 8 gehende Gerade c und t. Dabei ist der Winkel 
(«', t') die Projection von (5, t). Nun ist 

(*, — (tf, »), 

weil zwei Kugelkreise, welche sich in M und 8 schneiden, in 
diesen Puaeten gleiche sphttrische Winkel bilden. Femer ist 

(•,r)-(/,0, 
weil ^\8\ t\V ist; also ist auch 

(#,0 -(*'.«'). 




Von der ttereographiichen Projection. 103 

Zusati 1. Ist SAB das charakteristisohe Dreieck eines 
Kogels mit kreisförmiger Gnmdflftche, so bildet, 
^' " wemi Winkel SÄ'B' — SBÄ ist, eine durch die 

J^ Gerade A'B' auf die Ebene SAB senkrecht ge- 
legte Ebene auf der Kugelflfiche einen anti- 
parallelen Schiatt, welcher ein Kreis ist 

Denn ist 3f einer der beiden Puncto, in 
weichen die Durchschnittslinie der beiden durch 
AB und A'B' gelegten Schnitte der KegelflAcho 
begegnet, wobei der Durehschnittspunct P der 
Geraden AB und A'B' auf der Strecke AB 
vorausgesetzt wird, so ist wegen 

ASA'B'f^ASBA, 

A'P'PB' — AP* PB — 5p*; 

d. h. der Punet M ist ein Punct des ttber AB' ^iB Durchmesser 
beschriebenen Kreises. Bewegt man die Ebene durch AB parallel 
zu sich selbst dergestalt, dass der Punct P alle Puncto der 
Strecke A' B' durchläuft, so erhftlt man sftmmtliche Puncto de» 
antiparallelen Schnittes als Puncto eines Kreises ttber dem Durch- 
messer A'B\ 

Die Projeetion k' ist ein antiparalleler Schnitt des Kegela 
mit k als Grundfläche und S als Spitze. 

Denn ist SAB das charakteristische Dreieck dieses Kegels, 
60 folgt, wegen 

SA . SA' — SB . SB', 

Winkel A' ^^ B, u. s. w. 

In dor Ebene des charakteristischen Dreiecks liegen die 
Mittelpuncte von A;, k', ü. 

Zusatz 2. Aus b) kann man a) erhalten. Zieht man an 
die Puncto von k Tangeuten, und projicirt den längs k «la 
Grundfläche um die Kugel beschriebenen Kegel sammt den 
Tangenten, so ist die Projeetion von k ein Kegelschnitt k\ und 
die Projectionen der Seiten des Kegels sind Gerade, welche auf 
den Tangenten von k' nach b) senkrecht stehen und durch die 
Projeetion C der Spitze C des Kegels gehen. Ein solcher Kegel* 
schnitt ist ein Kreis mit dem Puncto CT als Mittelpunct. 
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Trigonometrie. 



Eiiüeitong« 

200. In den vorigen Büchern vrurde nachgewiesen, wie man 
ans einer gewissen Anzahl gegebener, unabhttngiger Stücke eines 
Gebildes die übrigen durch Construction bestimmen kann. 8tatt 
der Construction kann man sich, wenn bloss AbstAnde gegeben 
sind, wie z. B. in einigen si^eciellen Füllen (vergl. Art 161 — 165, 
181, u. s. w.) der Rechnung bedienen, indem man nümlich für 
die Abstünde ihre Yerhültnisszahlen zu einer gegebenen Einheit 
einführt und die Masszahlen der gesuchten Abstände, mithin 
letztere selbst, dui*ch Rechnung bestimmt 

Kommen in einer Aufgabe sowohl Abstünde als Winkel auf 
welche Grössen zuletzt alle Bestimmungsstücke zurückgeführt 
werden können vor, so muss man um auf solche Aufgaben die 
Rechnung anwenden zu können statt der Winkelgrössen andere 
davon abhftngige Winkelfunctionen, d. i. Verhältnisse von 
Linien, wodurch die Winkel vollkommen bestimmt sind, einführen. 

Diese Winkelfunctionen, ihre Eigenschaften und Beziehungen 
zu einander, bilden den Gegenstand der Goniometrie. Die 
Anwendung derselben auf das Dreieck, Vieleck, Dreikant, u. s. w. 
wird ebene Trigonometrie, Polygonometrie, sphärische 
Trigonometrie, u. s. w. genannt 

Alle Theile zusammen, führen gewöhnlich den Namen 
„Trigonometrie^. 



Goniometrie. 

Bestimmwig der Lage von Puncten einer Ebene, 

201. Zur Bestimmung der Lage eines Punctes einer Ebene 
bedient man sioh gewöhnlich zweier unter einem rechten Winkel 
lieh schneidender Geraden, welche Coordinatea-Axen heissea. 
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Der DirahieluuliqpaMi O hmnt der CoordiBaten-Anfang; 
,1^ ^ Die eine Gerade heint die Abeieeen- 

axe und wird mit XJT, die eadeie 
Gerade die Ordiaateaaxe nd wird 
mit TT' beMJdmet 

Durch die beiden PirmriHaattm- 
axen wird die m Ji egre ai te Ebene in 
Tier (eongroenle) TheQe gelheitti 
welche Quadranten heiieen 

In jeder der beiden Coocdinaten- 
axen untendieidet man eine poei ti ve 
und eine negatire Richtang. Es toll in der Aberiwenaxe die Ton 
nach rechts gehende Richtong, in der Figur mit OX bewichnet» 
als posiÜT, mithin die nach links gehende, mit OX' beieioknetep 
als negativ angenommen werden. In der Qrdinalenaxe eoU die 
Richtung oberhalb der Absdssenaxe, in der Figur mit 07 be- 
leichnet, als positiT, mithin die unterhalb der Abeeisssnaxe^ d. L 
die Richtung OlT» negativ genommen werden. 

302. um nun die Lage eines Puncles Jf in der Coordinaten> 
Ebene su bestimmen, siehe man von dieson Puncto Parallela sn 
den Coordinatenaxen; dadurch werden auf den Axsn 8tAA0i auf 
der Absdssenaxe der Abschnitt OP^ auf der Ordinstenaxe der 
Abschnitt OQ beetimmt, welche die Coordinaten des Punctss 
Jf heissen. Man beseichnet die Coc«dinaten mit «, f und nennt 
X die Aboisse» p die Ordinate des Punetes If; dieselben sind 
positiv oder negativ, je nachdem sie in die positiven oder nega* 
I tiven Axen-Theile fallen. 

^^1 1 Ist in der Figur die absolute Distans von 

'^S ; OP oder OP' — a 

p ' I 6o ist für den Punct ifj x — -}'A>J^'~4'^ 

„ Jtf, X — — a, Jf — + 6 
„ M^ X — — a, Jf — — 6 
„ ä; « — + a, Jf— — k. 
Ist r ^ OM die Entfernung des Punetes Jf vom Anfaag O, 
so ist r* — «" + f«, 

wobei r immer absolut (positiv) genommen wird. 
1 4^:.. Durch die Coordinaten ist die Lage eines Punetes voll- 

kommen bestimmt. 

203. Es seien ilf| und Jf, iwei beliebige Puncto, 4^, j!^ und 
jc^, ^ die Coordinaten von Jf^ und J^. 



106 Viertes BaoL 

Ist «I — OP^, Ä, — OP^, 80 Ut OP^ — P, 4- PjPg. 

Legt man durch den Panct M^ ein neues Axensystem, dessen 
positive und negative Richtungen den positiven und negativen 
Richtungen des gegebenen parallel sind, so ist die Strecke 
Pi P, «-■ OB^ — 0^1 der Grösse und dem Zeichen nach die Abscisse 
von If, in Besug auf M^ als Anfang. 

Ebenso stellt, wenn |^| *» OQ^^ y^ «■ OQ^ ist, die Strecke 
QiQ^ '^9t — 3^1 ^® Ordinate von M^ in Bezug auf M^ dar. 

Nun ist. M^^ «- ^^ — Q^ 

oder M^^ - («i - ^i)' + (y, - 9i)\ 

ErUftning der Winkelftanetlonen« 

204. Jede vom Ursprünge nach einem Puncto M der Coor- 
dinaten-Ebene gezogene Gerade bildet mit der positiven Abscissen- 
Richtui^ einen Winkel XOM ■> a. 

Sind Xj jf die Coordinaten von Jlf , und setzt man OM ■■ r, 
so bezeichnet man die Quotienten 

r ' r 
durch cos a , sin a 

und spricht diese Zeichen aus: Cosinus von «, Sinus von a. 
Die Quotienten 

X y r r 

y" ' Ic ' « ' "y 

werden durch cot a, tan a, sec er, esc a 

(sprich: Cotangente, Tangente, Secante, Cosecante von or) be- 
zeichnet 

Die Verhältnisse sin, cos, tan, cot, sec, esc hftngen blos von 
der Grösse des Winkels ab und werden daher Winkelf unctionen 
genannt Dabei heissen sin, tan, sec Hauptfunctionen; cos, 
ooty CSC Cofunctionen. 

205. Aus dieser Erklftrung folgt unmittelbar: 

\ . cos a . sin a 1 1 

a) cot« ■- - — »tan«———-, sec« —■--:—, esc «f^ 



•m«^ cos«' cos«' sm « 

Wegen 4^ -|- y* ^ r* ist, wenn man succesive durch r", »", 
y* dividirt: 

cos «• + sin «• — 1 
1 -f- tan «* — sec «* 
cot «* -f- 1 — > €60 «*. 



ErkUniDg der Wiakfllfimdiow M t. 
b) Ferner ist 
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nahem proportional der Aenderung des Bogens, wfthrend der 
Coeiiias nahezu unverindert bleibt 

Für einen Winkel nahe gleich JB findet das umgekehrte statt 
Ist daher: 



BT «• a, cos « "i" 6 

sin (« -}" «^O "* ^ 4" ^\ ^« (« + «')■— 6 — 5' 

80 ist, wenn a klein ist| für eine kleine Aenderung u des Win- 
kels a naheiu 

a it^u ^ ■-■ 0; 

wo «' die in Theilen des Halbmessers ausgedrückte Aenderung 
des Winkels ist 

Der unterschied 

tan (« + «')— tan « — j^ + J • ^^^ 

wird nahe «■ a' ■■ u. 

206. Dreht man die Gerade Olf im entgegengesetzten Sinne, 
bis die Drehung unterhalb der Abscissenaxe denselben absoluten 
Werth erreicht, und bezeichnet man mit If' die neue Lage des 
Pnnctes üf, so erhftlt man einen Winkel M'OX^ welcher das 
entgegengesetzte des früheren ist und mit „ — «'* bezeich- 
net wird. 

Bind x\ y' die Coordinaten des Punctes M\ so bt 

also cos ( — «) •- cos «, sin ( — «) — ■ — sin a. 

Beziehungen zwischen den Functionen mehrerer Winkel« 

207« Beschreibt man in der Ebene der Coordinatenaxen aus 
mit einem beliebigen Radius ■■ r einen Kreis, und sind ilf| 
und M^ zwei beliebige Puncto des ümfanges, XOJif| ■■ «i, 
XOMf ^«ii so ist der von den Halbmessern OMi und OM^ 
eingeschlossene hohle Winkel ■■ «| — a^ oder ■■ «^ — o^, also 

— ± («1 — «i)- 

Zieht man Tom Mittelpuncte eine Senkrechte auf die Sehne, 

so wird der Winkel + («i ^ cr^) halbirt und es ist daher 

iJM^- r sin [±i(«t --«,)] 
oder M^M^' — 4r* sin-J («^ -r- «|)*. 

Aus d^ ■■ r cos «1, jf| "» r sin ttii d^ «■ r cos Ol, jf| "» r sin «9 
folgt nach Art 203 
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* •>■ i («4 — «i)* — 1 —(«•%•» ■! + ■«■•%•■ •4)« 
Setit nuHi i^ ■■ 0, w wird 

D» 1^ jadM belidiigMi W«ctk badMM, w «i uek 

SimiK-«i)«-l-«.(^~«.), 
mithin 

Seist BHUi in der gefondenen Fwil — n^ etali m^^ so er» 
hllt man 

coe [«t — (— «i)l — «e «t «e (— i^) + «n e^ m (— e^) 

oder 

etm {m^ -\' mg) ^m eo% m^ tm m^ — nc^eini^. 

Setit mnn in der Forniel für eoe (i^ — e^) iliifti «^ ei^ — m^ 
80 erliilt man 

coe«i— eoe«^co8(«^ — «i)+Mii^«n(i^ — «j). 



Wird in dieser Formel statt eoe (i^-^ «,) sein Wertt ge- 

t «t ~ ^ — na «^* g«aelxi 



seist, in der erhaltenen Gleichnng eoe 
und darch sin «^ ahgekflnt, so erhilt 

sin («2 — C|) "■ sin Oy cos C| — eoe i^ sin m^i 

hieraas folgt, wenn man — m^ statt m^ seist 

sin («2 -f- «I ) BS gin «2 oo* «i 4~ ^^ «^ sin «| . 

Man erhftlt daher, wenn man Cj nnd C| dardi sr usd ß 
seist, die rier Gleichungen 

sin (a -|- ^) ■» sin c cos ß -f- eoe mumß 

sin (a — ^) — sin a cos ^ — eoe c sin /l 

cos (a -j" ^) " ocs c cos ß — sin c sin /l 

cos(a — /3)«BOOS«oos^ + ücsin/f 

Folgerangen : 

a) Setst man « «■ i?, so wird 

sin (Ä + /J) — + «>• /J, sin (Ä — /!) — + coa /l 
cos (Ä + /?) — -sin ^, eoe (Ä - ^) — + aim ß.^ 

b) Seist man « — 2 i?, so wird 

sin(2J2 + /f) — — sin/}, sin (31Z — /f) — + u|l 
cmdB-^fi) eoe^, coe(21l-p) — -eaa^. 
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c) Setzt man a »- 3 JB, so wird 

sin (3 Ä + /?) — — coB /?, sin (3 2? — /J) — — cos /? 
co8(3JR + /J)— +sm/?, cos(3i? — /J) — — sin/?. 

d) Setzt man « »■ 4 i2, so wird 

sin (4 JR — /?) — — sin /?, cos (4 B — /?) — + cos /?, 

welch letztere Formeln schon in Art. 205 enthalten sind. 

Vermittelst dieser Formeln kann man die Winkelfonctiönen 
für Sinus, Cosinns aller Winkel auf die der positiven, spitzen 
Winkel zurückführen. 

Liegt der gegebene Winkel a zwischen 

R und 2 i?, so setze man « ■■ ^ "h ß 

21t „ 3B „ ^2B + ß 

diS „ 412 „ — 3JR + /} 

wo ß spitz ist 

Ist « negativ, so kann man dafür 4 i? -(~ ^ setzen. 
Ebenso erhftlt man die übrigen Functionen. 

ArvA A / I AN sin (« d: C) sin a coi 5 + cot a sin A 

208. tan {« 4- /J) -■ — ) — =r-^ -■ ^ zi v r-^« 

^ -^ ^^ cos (« ± jJ) cos a cos /l :p nn a sm (1 

Dividirt man Zahler und Nenner durch cos a cos /}, so wird 

»^ V« ni P; 1 qp tan a Un p 

Analog erhftlt man 

wyy^anzpj cot ^ ± cot « 

209. Setzt man in den Ausdrücken für sin («r -f- ß) und 
<^ (« + Z') Winkel « — /), so wird 

sin2a"*2sinacosa 
cos 2 « -i- cos tt* — sin o*, 
woraus mit Zuziehung von cos «' -f- sin a' ■» 1 erhalten wird 

2sin0r'— 1— cos 2« 
2 cos a' -i- 1 -|- cos 2 a-. 

Setzt man 2 « ■» a', also a «■ -^ und vertauscht schliesslich 
«' mit «y so wird 

sin« — 2sin — cos — 

2 sin ^ a' i-> 1 — cos a 
2cos^«'-i"l-|-cos«r, 

worani aodi tan ^ «* — i IZcot« ^^^^ 



Ul 



Sia Ad^ud Mbbiliitt ms db G 
•0 «rlillt um* 

ün(m + P) — Onim — p)^iao»m w^ß 
om(« + ß)-{-9im(m — ^) ■■ 9 «M «r «M ^ 
tim (m + ß) — «m{m — ß) ^ ~' t timm am ß. 

Betet nun a + ß^m', m — ß'^ß^% W M 

« — — i" » P"^t • 

Yartutdit mui ■chlfawlich a' «nd ^' nit « «ad ^, w «riOOt 

■in«— fia /i — 9 OMi (« + <>) ii> H« — ^) 
w»u-^vnß'^i9M^(m-^ß)fm\{m — ß) 
oM«-ooa^ — — 9tiiii(« + ^)dB^(« — ^). 

Ai» der enten und gw«it«B FohmI fidgt aoehi 

■"üfL+iSLi _ ■»"*(« + ft . SSi±fiLr-_fi « te«*(«» + ID 
n « - ritt ? «Oi i (« + ß littn«-« tM4(«-.ft 

211. Dia im Vorigen entwickeltm Fonnebi te CknomafaM 
und die wiehtigtien. AuiMr dieMB mQgw Bodi folfrfe ■»- 
Bammengettellt werden: 

<\ • •■/; 1 — i t>n« 1 yeec«" — i 

1 eot 



cos a BM "^1 — sin a'aa , — 

^ Vi + ton«* |/l+co4«« 

dna yi— CO!«« _y 1 — ^ 

Vi — tin «• 

cot a -i- ^ : ■" 



Vcec«'— 1 



tan«r 



eot« 



.nna 



Vcicti«-^ 
— yeeo«»— l 



seca 



Vi — coftt* Veee«»— 1 
I/l-tina« *^^"*" " oot« VeM»«i_i 

CSC«—- 7====^^-:*--; — y* ^^ ^m — 

VflT^«« tan« ^ Viae«*— 1 

welche unmittelbar ans den Oleiohnngen dea Art» i06 «rkaltaia 
werden. 



2) 



ten«±t«/l--^Ö^ 
-^ '^' ooa«ooap 
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— '^ Bin« tili p 
tftn « 4" ^*P (^ ■in (« + f) 
tan « — tan ^ lin (« — ^ * 

8)Aa8 tMii««-.l=^ 

und sin «f ■— 2 sin Y cos Y ■■ t*Ä Y ^'^ T 

folgt 

2tany 1-tany 

sin a -» -i f cos « — > -3 , 

1+tany i4.tanj 

d. h. man kann sftmmtliche goniometrische Functionen eines 
Winkels rational durch die Tangente des halben Winkels aus- 
drücken« 

4)cosi» + sin/J— 28in4[B±(« + /J)]cos4[Ä±(« — /?)!, 
indem man entweder sin (2? -f- er) statt cos «r, oder cos (iZ — ß) 
statt sin ß setst und Art. 210 anwendet. 

6) sin« 4" ^^Z' — 3in(« + /J) — 4 8in-|sin-| sin^(«-f"/')' 
Anwendung von Art 210 und 

Bin (« -f /}) — 2 sin i (« + /}) cos i (« + /}). 

6)nnaBin(ß — y)^Biaßm(y — a)-f-8ii^/Bin(a — ß)^^0 
cosasin (/} — ^r) -f-ooe /}sin (y — «) -f- cos y sin (« — /J) ■■ 0, 

indem man statt sin (ß — 9^)» * * * die Werthe setzt 

7) sin 3 a -■ 3 sin a — 4 sin «' 

cos 3 « ^ — 3 cos « -|~ ^ <^B ft'y u. s. w. 

indem man in sin (« -|* ß)f cos {^ "h ß)f ß^^ ^^ setzt, u. s. w. 

8) Setzt* man in 

cos (« — ß) — cos (a -f- /}) "" 3 BU^ « Bin /} 
sin (a -|- /}) — sin (« — /}) — 2 cos a sin /} 

c ■■ a -|- iNb» ^ ~ 0*9 ^^^ Betzt hierauf m ■» 0, 1, 2, • • • w und 
die erhaltenen Gleichungen, so wird 

sin a + sin (a + 6) + sin (a + 26) + • • • + sin (a + nh) 

t ig (g + \nh) sin 4 (n+ 1) 6 
sin I 6 

cos a -f- cos (a 4" ^) + cos (a 4" 2ft) + • • • + cos (a 4" ^^) 

cos (g 4- \nh) sin j (n + 1)6 
sin 4 6 
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Setzt man 5 — a und n — 1 statt n, so wird 

, . « I • » I sin ^ «a • iin K« + 1) • 
sin a -}- sin 2 a + sm 3 o + •••• sm na — — ^ SST^T — '""""^ 

^ , AI cos 1 na • sin 4 (« 4- 1) • 

* sin ^ a 

Für 6 — 2 a wird 

8ina + sin3a + sin6o + *"*8ip(^^+ 0^ — *'° ü;71 
• N • /^ nna 

I AI «I /ft 1 <\ sinf(fi + l)« 

cosa + co83a + cos 6a + ••'•«>« (2« + 1)^ — — ^\^^ 

9) Bedeutet t die Einheit der imaginären Zahlen , d. h. 
t «B yllT, so folgt durch Multiplication 

(cos « + t sin «) (cos ß -{- % ün ß) ^' fxm {a -{- ß) -{- i nn (m -^ fl). 

Ebenso ist 

(cos « -f- 1 sin o) (cos ß -^^ irin ß) (cos f^ imy) 

- cos (« + /J 4- y) + • siB (« + /» + r) 

11. s. w. 

Setzt man a "»/}■» )r ■■•••• , und ist n die Amahl d«r 

Factoren, so hat man 

(cos « + • sin a)" ■» cos na -f~ ^ Bin n«. 
Wendet man 
(a + t[^)" — a" - (j)a»-«6«+ (j)a"-H* — 

+ i [(i) «"-^ ^ - (s):«-"'^' + (ö) a-»6*-. ...] 

an, und zerfdllt die Gleichung in die reellen und imaginftren 
Theile, so erhalt man 

cos fia «==008 0?" — u) cosa"~**8ina*+(4) C0Ba*""*sin«* — ••• 

Bin wa = uj coso*~^ina — (gl co8a''~"'8inc'+(?j cos a''"* sin c^-» 

Berechnung der goniometrisehen Functionen* 

212. Kennt man die Werthe einer goniometrischen Function 
für alle Winkel von bis 7?, so lassen sich auf diese die 
Wertbe aller Functionen für alle Winkel zurückführen. Vermöge 
sin {R — a) — cos a, cos (i? — a) ■» sin a, sin a* + cos «• — ■ 1 
braucht man nur die Sinusse oder Cosinusse von bis ^ J{ su 
bestimmen, um daraus die übrigen zu erhalten. 

Da im gleichseitigen Dreieck ein Winkel 60^ betrlgt, so ist 

sin 30® — i, cos 30® — i V^. 

Fritohaaf, Geomtirit. S. Anfl. g 
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Daraus erhält man durch Anwendung des Art. 209 die 
Sinusse und Cosinusse von 16®, 7^®, 3J®, IJ®, 66' 16", ••• 
• ••••• 62^f • 

Für sehr kleine Winkel kann man das Verh&ltniss der 
Sinusse gleich dem der Winkel setzen, man erhält daher aus 
der Proportion 

sin 52^1"' : sin 60" — 62^ : <>0 
sin 60" -» sin l' — 0-00029088820. 

Damit erhält man sin 2\ sin 4', • • • und kann die Sinusse 
von 0® bis 30® von Minute zu Minute angeben. 
Aus den Gleichungen 

sin (30® + a) = cos « — sin (30® — «) 
cos (30® + «) = cos (30® — «) — sin «, 

welche aus Art 210 erhalten werden, indem man statt a und ß 
resp. 30® -|- IT und 30® — a setzt, erhält man die Sinusse und 
Cosinusse von 30® bis 46®. 

Auf diesem Wege wurden die ersten grossen Sinustafeln 
berechnet. 

AvnOsnng gonlometriseher Glelehnngen« 

213. 

a) Aus ff sin X B» n 

ff cos X SB 6 

wo ff positiv oder negativ ist, soll x und X bestimmt werden. 

. V rt a b 

o ' 8in A cos X 

Ist (was in der Anwendung beinahe immer der Fall ist) 
X < 4 12 und das Zeichen von x bekannt, so sind die Zeichen von 
sin X und cos X bekannt, also der Winkel X eindeutig bestimmt. 

Beispiel, a — 86604, &»> 76318. 

log a 4.93704 

^ log sin X 9.87748 s Ist sin X > cos X, 

logl» 4.87690 so wird x aus a be- 

logtanX 0.06014 stimmt. 

X — 48®67'.26 
log ff — 6.06966 
ff — 114700 



^ Die mit „s** bezeichneten Logarithmen sind „sjAtei^ eingesetzt. 
Etwaige Nebenrechnungen werden auf einem besonderen Blatt Papier 
ansgeführi. 
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FUra — + 86504, 6— — 76318, setia man X— S+ JT 

I» "^ n f» "^ f» ff dM'j'JL 

n — » w + w V SÄ-f-X ; 

es ist dAnn X" — 48*57'.25, 2' — X*" — 41*2'.76. 

b) Aus 1) X sin X «- a oder 2) x cos X «» a 

X sin (X + J9) — 6 X coB (X + J?) — 6 

wo X positiv oder negativ ist, soll x und X bestimmt werden. 
Entwickelt man x sin (X -|- B) oder x cos (X -}- •^) i»mI 
setxt resp. fUr x sin X oder x cos X den Werth, so ii^: 

1) X sin (X -|- B) -« a cos £ -f~ X cos X sin £, oder 

2) X cos (X -|- £) — ■ a cos J? — x sin X sin £, mithin 

1) X sin X B- a 2) x sin X ■— ^ — 5 — 

«. h — a cos B -. 

xcosX«* : — 5 — xcoeX^Ma* 

un B 

c) Aus a sin X -|~ 6 cos X «» C soll X bestinunt werden. 

Auflösung: l) Man setze cosX«"*^! — sinX* nnd be- 
stimme sin X. 

2) Man setze a «» m cos Jlf , b ■» m sin Jf nnd bestimme 
daraus m und iKf, so wird 

m sin (X + Jtf) — C', 

woraus X erhalten wird. 

d) Aus a sin (X + A) + b cos (X + B) — C, soll X be- 
stimmt werden. 

Man lÖ8e sin (X + Ä) und cos (X -^ B) auf, so erhftlt 
die frühere Aufgabe. 

e) Auf ahnliche Weise werden 

a Un (X + i4) + 6 Un (X + i?) — C, u. s. w. 
gelöst. 



Ebene Trigonometrie. 

a) Das rechtwinklige Dreieck, 

214. Ist im Dreieck ABC der Winkel C — iZ, so folgt 

aus Art. 204 

a ^=^ c BinA^^c cos B 

6 "B c sin ^ ■» c cos A 

8^ 
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a BB b tan Ät^h cot B 
b '^ a tan B '^ acoiA^ 

Tennittelst welcher Gleichungen alle auf das rechtwinklige Drei« 
eck bezüglichen Aufgaben gelOet werden können. 

Beispiele. 



1) a — 86504 
b — 75318 

Lösung in 213, a). 

3) a = 86504 
il«»48®57'.25 

Lösung. 

log sin ii 9.87748 
log a 4.93704 

log cot il 9.93986 

log e 5.05956 

log b 4,87690 

c— 114700 
b — 75318 

Der zweite Winkel B wird 
nach 

B — R — Ä 

bestimmt. 



2) a -» 86504 

c— 114700 

Lösung. 

loga 4.93704 

log cos Ä 9.81734 s 
log c 5.05956 

log sin il 9.87848 
log b 4.87690 

Ä 48®57'.25 
b 75318 

4) c »> 114700 

il — 48®57'.26 

Lösung. 

log sin il 9.877/.8 
log c 5.05956 

log cos il 9.81734 

log a 4.93704 

log b 4.87690 

a ». 86504 
b — 75318 



b) Das schiefwinklige Dreieck« 

216. Zieht man vom Scheitel C eine Senkrechte CD ■>■ h 
auf die gegenüberliegende Seite ÄB^ bo ist: 

A -B a sin £ ■■ 6 sin ii, 
woraus a : 6 -» sin il : sin ^ folgt 

Setzt man AD ■■ d, so ist DB «■ c — d oder c -|- d, je 
nachdem der Winkel bei Ä spitz oder stumpf ist. 

Im ersten Falle ist d ^m b cos Ä^ im zweiten Falle ist 
d — 5 cos (2 22 — il) — — 6 cos ^. Nun ist DB — a cos B^ 
also allgemein 

— acos£-|-bcosii* 
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Zieht maa noch die übrigen HOheB| io erhilt nuui: 

aihic^^ütkÄimB imO (1) 

a — bcosC-l-ccosf I 
(■■coo8ii-|-aco8C I (3) 

e — ■aoo8J?-{-bcosil) 

Aus (1) folgt: 

a-f~i^:^""Biiiii-|-8inl^:8in(7 
a — bie^tinÄ — mBimC. 

Berücksichtigt man, dass Ä'{- B -{- C '^ 2R int, ao wird 
mit Anwendung von Art. 310 

{a + h)BmiC~econ{{A-B) \ 

(a — 6) cos 4 C — c sin 4 (-4 — 2?) j ^""^ 

Multiplicirt man die Gleichungen (2) resp. mit a, 6, c, und 
vermindert dann jede der erhaltenen Gleichungen um die Somoid 
der übrigen, so erhftlt man 

6* — a" + c" — 2 ac cos Ä I (4) 

c« — a"-j-6» — 2a6cosC | 

216. Aus (4) folgt: 

« a« + 6" + c» 
^»^ TTc 

und aus dieser Gleichung 

2 cos - - 1 + cos il g5c 

^ (6 + c)' — g' 

— %be 

%be 

Ebenso wird 

2 sm — - 1 - cos il ^^-yj^ 

^ gl ^ (6 „ c)' 

— %be 

(g >- » + c) (o + 6 — c) 
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ist 



~"I"K Ttl 



— 6 + c) (a + J» — c) 



46e 



"^ « K (a 4- 6 + c) (- a + ft + c) , 



(5) 



und analog für die übrigen Winkel. 
Seist man der Kürze halber 



«o wird 



— tt + 6 + c ■=• 2 (5 — rt) u, 8. w., also 



Ä 1/ » (» — a) 
.i,^-|/>->H«-c) 

t«i4-T/5EMZ2 

8 V • (« — a) 
Für die bequemere Rechnung setze man 

(8 — g) (j — d) » ~ c) _ ^ 



(6a) 



dann wird 



(« - a)« » (« - a) »» a > 



also 



tan — -■ 



— ; (ob) 

dabei bedeutet r den Halbmesser des in das Dreieck einbe- 
schriebenen Kreises. 

217. Vermittelst der Gleichungen (1) bis (5) lassen sich 
alle auf das schiefwinklige Dreieck bezüglichen Aufgaben lösen. 

Behandlung der hierher gehörigen Aufgaben. 

Gegeben seien: 

1) Die drei Seiten a, &, c Man findet die drei Winkel 
am bequemsten und genauesten nach den Formeln (5b), wo 

j+j+g- — JR als Controle dient 

BeispieL 

a — 7312, 6 — 6634, — 7736. 



Du «hiiMakl^ Dniak. 1 

a 7819 iagCi — m) iMlK 

t M31 log (f — t) <jl7>T4 

7786 . log (» — «) «.«IMl 



>> KMSI 
s 10341 







Ijgr 




1.177U 


log(«- 


-•) (• 


log! 


■•) 


iat6'<s< 

4X>14M 






»logf 




6.U61> 



> — a 8099 

• — » 4707 

• — e 9606 

log lu j 9.79<M 

logtuf 9.«M>1 

logUaj 9M1M 

I — 89' 9'.0 ' — 91* 85'.«8 y — 86' 9'.17. 

9) Zwei 8«it«B nnd dar ougMcUoMODO Wiakol, tti 
a, b, C, Uoa findot aub don Formeln (8) e, A — S^ oBd mif 
A + B—iR — C,ÄaiiiB. 

Bdipiele. a— 7319, 8 — 8834, e — 79*4'.>t. 



<■ 7319 
8 8634 


/Ma+8) 4.11918 
'^^logiinj 9.76969 

/log(o-») 8.99479 
'^^logcoef 9.90776 




a+b 19946 
n-t 1678 
£36» 9'. 10 


Siimiiie 1 


3.88179 


logeoeK^- 


-S)9.99391i 


Suinine 2 


3.13988 


logtoH^- 


-£) 9.96083 


logc 


3.88881 



c— 7736 

j(^ + B) — 63' 67'.90 A — 64« i'.OS 

i(A — *) — 10 6.14 B — 43 61.76 

3) Zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen, etwa 0,6,,^ 
Mu findet kiu dn £ — ^'"^"^ den Winkel S. Iit jl dar e^ 
Winkel der Tafel, >o ist anoh 
ein (2 A — /I) — lin J3, »l«o B sntweder « ß oder — S £ — Jl 
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I. I8ta>&, 80 mu88^>£, also B^^mß gein. 



IL „ o<5, 



n 



il<£, also kann £—>/} oder2i{ — /} 



sein* Der FaU, dass ß KÄ ist, kann wegen sin jB > sin il nicht 
eintreten« Man erhftlt in diesem Falle zwei Auflösungen« 

IIL Ist a-i-5y so ist Ä^^B, d« h. das Dreieck gleich- 
aebenklig. Aus Ä und B erhält man C und damit 

a sin C 
sm A 

Im Falle II* erhalt man swei Werthe von C und c 

BeispieL a — 7312, 6 — 6634, ii — 64*4\0. 
Lösung« 

lo^a:sinil 3.91013 
log sin C 9.97838 



log 6 


3.75082 


log onÄ 


9.95391 


logo 


3.86404 


log b sin 


Ä 3.70473 


log sin £ 


9.84069 


B 


43» 51 '.75 


Ä 


64» 4'.00 


Ä + S 


107« 66'.75 


C 


72» 4'.25 



logc 
c 



3.88851 
7736 



4) Eine Seite und zwei Winkel, etwa a, Ä^ B. Man er- 
hUt nach den Formeln (1) h — ^^ , die ttbrigen Stücke. 



sin 



Beispiel, a — 7313, il — 64®4'.00 £ — 43^ 51'.76. 
Lösung. 



(7—72^ 4'.25 wie in 


3): 






log a 3.86404 




logb 


3.76082 


log sin A 9.96391 




logc 


3.88861 


log sin B 9.84069 




h 


6634 


loga:sinii 3.91013 




c 


7736 


log sin C 9.97838 









Polygonomefcrie. 

218. Es seien A^^ A^^ • • • • An die Scheitel eines gewöhn- 
lichen M Eckes; 



m 



Coocdiaitai is BmUkng md da Imimth&m imTUUA» 
liQgtBdM Amsytton; 

die Llngtii der Mtoa. 

Oalii man im ürnftiv« im YuMkB tm tiair Bdw m d« 
flbrigen d«nurt| dtn nu» die isMra 8eH» des ümfiu^gw ■fteU 
lor Iiiiikfln hat, ao aolin dia mnkal, waUha b dieaar ^»^•»'*-^ 
dia SaiiaB «i , On • • o^ mit dar ftlianiaataaTa bilden, dandi 

baMiolmat wardan; 

Varllagart man jada Baita in Ourar Bidrto«, ao bOdat aia 

mit dar nlahataa aiaan ¥^b1diI, 
na. ü. waUhar dar AwamriBkal dar »• 

gaUMgaa Boka haiaa« ailL 

Dia Awaamrlakal acdlaa dndi 




baaaicbiiat ivaidaa; daM badairtat 

fN* dan WaAal aa dam BoMIal ür, 

gaUldat rom dar Yaril^garay dar 

Saita Ar^iÄr mH dar Saifta ArAr+i. Dar Aiwaiwirtal kt 

dar Nabanwinkal daa an daraalban Beka lligaadM limmwlabaii^ 

und wird podtiT oder nogatiT Ton Ua 9M gaalblt. 

Ana diaaar Erklimag folgt 

«1— «i 

«• — «1 + 9» 

219. Nach 203 und 204 ist 



*» — *l 


i«i 0, COSOi, 


Ä— »I 


■■Ol im«^ 


«» — a» 


i— 0, 008 «^ , 


ft — Ä 


— ^OBi^ 






«i — «• —0,0080», Jfi— Jf« — o,ain«b. 

Addiri man diese Gleichungen, so erhilt man 
a|COB«|-f-0|C08«|-f"****f'^<'M^'*0 
a|Sina|-f-a,sin«, -{**""h^süi«»a»0, 
welche Gleichungen die Grundgleiehungen dar rnljgnanmatria 
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320. Nimmt man successive die Richtungen von O] , o,, • • 
o» als Abscissenaxe an, und bezeichnet man durch (r, l) (r,2)| • • 
{r,n) die Winkel der Seiten (hi^^**^ °ü^ ^^^ Beibd Ort so 
erh&it man 

Oi'^r a^coB (1, 2) + • • + o^cos (1, n) «» 
ag co8(2, ?.) + ttg + • • '{' (h^cos (2,ii) — ■ 



• ^ 



«I 008 (n, 1) + 0, cos (n, 2) + • • + a« — 0. 

Multiplicirt man diese Gleichungen successive mit On o^i * * • 
o«! so erhftlt man mit Berücksichtigung , dass 

cos (r, 5) -■ cos (5, r) 
ist| durch Addition * 

— Ol« 4- a,« H f- a^* 

-f- 2 <i| fl, cos (1, 2) + • • + 2 a, — i a,cos(n— 1, n). 

Subtrahirt man von jeder der erhaltenen Gleichungen die Summe 
der Übrigen f so wird 

«i*— o,* 4- 0,'+ •• + «•*— 2a, (i,cos(2,3) — 2 0,04 cos(2, 4)— ••• 

— 2a,-töi.oos(n— l,n), 
nnd ebenso fttr die übrigen Seiten. 

221. Nimmt man o» als Abscissenaxe, so wird 

*f« ■" 9i + 9i 

«^ "■ 9« + 9i + 9i 

«» ~ 9« + 9ii — 1 + • • • 9i + 9i "■ ^ -R» 

und ebenso für die übrigen Seiten. 
In jedem n Eck ist daher 

aiC0S9i+fljC0s(9j+9,)+— + a„-.i cos (9i+9|+-H-9ii-i)+a« —0 
Ol sin 9^ + Ol sin (91 + 9^2) + • • • + a«_i sin (yj + 9, +••+ ^n^i) =«"0 , 
und ebenso 

a,co89^+ajCos(9,+9g)+—+a«cos(9,+ 9,4— +9i»)+«i— 
a,sin 9,4-a,sin (9, + 9») H f- »» »"* (Vi + 9s + •• +9») —0 

o» cos 9, + ai cos (9» -f- 9i) + • • • • 

+ a„-t cos (9, + 9i + • • • + 9»-i) + cu-i — 

o» sin 9» 4- «1 8""^ (9« + 9i) H • • 

+ On^t sin (9» 4- 9i H h 9»-i) ■■ Ö« 
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SphArische Trigonometrie. 

FuimeBUlffinMUu 




882. Die iphlriiche •Trigonometrie hat snr AufgabOi die 
Beuehungen Bwischen den Seiten und Winkeln einet Dreikaate 
AofioBtellen. 

Beichreibt man aue der Spitie dee Dreikants mit einem 
beliebigen Badins ^ r eine KngellUche, so schneidet diese die 
drei Beitenflfiohen des Dreikants in drei Bögen grOsster Kngel- 
kreise, welche ein sphirisches Dreieck bilden. Die den BOgen 
entsprechenden Hittelpunctswinkel werden die Seiten des sphlri* 
sehen Dreiecks genannt Sind A^ B^ C Ait Durchschnittsponde 
Flg. sf. der Kugel mit den Kanten, so bilden die 

auf SC in den beiden durch 8C gehenden 

Ebenen des Dreikants errichteten Seiäreohten 

CA' und CB^ einen Winkel, welcher ein 

Winkel des Dreikants oder des sphftrisdhen 

Dreiecks genannt wird; A' und B' seien 

die Durchschnittspuncte dieser Sen kr ee ht sn 

^' mit den Kanten 8A und 8B. 

838. Beseiohnet man die Seiten des DreikanU, alao waA 

die des sphftrischen Dreiecks, mit a, 6, c; die gegenaberliegeaden 

Winkel mit A, B, (7, so ist 

CA'-rUnb, Ci?'-rtana, SA'-^,8B'^^ 

Winkel A'CB' — C. 
Aus dem Dreiecke SA'B' erhftlt man 

Tb^ — TS^ + B^ - 2A'SB'8*w^A'8B\ 
Aus dem Dreiecke CA'B' erhält man 

jTF^ — A^ + Wd^ — 2 A'C'B'C' cos A'CB\ 

Durch Gleichstellung der beiden Werthe yon A B' und BerOck- 
sicbtigung der obigen Werthe erhftlt man 

J:V.+ -A-^4^^— ^tan6«+r«tan««-2r«tan6tanacoaC^ 

Berücksichtigt man, dass sec a* — tan ft" ■■ 1 ist, so erhftlt man 

cos c »■ cos a cos b -f- sin a sin b cos C 

224. Die Ableitung der.Gleichung des Torigen Art beruht 
auf der Voraussetzung, dass 

a<B,h<B 
ist, c kann beliebig zwischen Null und 2 R 



124 Viertes Buch. 

Ist aKBf b> Bf 80 verlängere man die Bögen ÄC und 
Fl«. 67. ÄB^ bif sie sich in Ä' schneiden« 

M, Im sphllrischen Dreieck Ä^BC ist 

ey'! -^'C — 6' — 2 Ä — 5, A'B — C'^2B''C, 

J\, / Winkel BGA' ^C'^2B—a 
Ylg^' Da a < Ä, 6' < 21 iat, so ist 

r^ ; cos c' — cos a cos 5' 4- sin a sin b* cos C, 

\ / oder cos (2 iS — c) «- cos a cos (2 J2 — b) 

+ sin a sin (2 il — 6) cos (2 B — (7), 

^ d. h. cos c ■» cos a cos b -f" B^ ^ B^ ^ ^B ^* 

Ist a> B^ b> B^ so Yerl&ngere man die Bögen ÄC und 
BC^ bis sie sich in C schneiden. 

Im sphllrischen Dreieck C'ÄB ist 

CA — 6" — 2 Ä — 6, Cr'2? — a" — 2 Ä — a, Winkel C — C. 

Da a''<il, 6''<Ä ist, so ist 

cos c -B cos a cos -f" ^^ ^ ^^ ^ coe C7 , 

cosc— cos(2Jl— a)cos(2B — 6)+sin(2B— a)8in(2B— 6)cos(7, 

woraus wieder 

co^c^^eo^aoMb '\' viika%mbQO%C 

folgt 

Anmerkung. Statt des Dreikants SÄBC nimmt man im 
ersten Falle das Nebendreikant SA'BC^ im zweiten Falle das 
Nobendreikant 8 ABC' und wendet auf dieselben die im vorigen 
Ari. gefundene Formel an. 

225. Es ist daher allgemein 

cos a «B cos b cos c -f- süi & sin c cos A\ 
cos5-"Cosaco8C-{-8ina8inccosB l (i) 

cosc>»co8aco8&-{~Binasinbcos(7j 

Daraus folgt 

j coe a — cos b cos o 

cos A ^ — : — T — : • 

sm sm c 
Setat man diesen Ausdruck in 

sin il* — 1 — ^ cos il\ 
so erhAlt man 

. .• 1 — cos a' — cos 6' — cos c* + 8 cos a cos 6 cot c 

Sin A'— ■ ■ . , . 1 

sm p' sm c* 
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DwanB folgt, dau der Qnotisnt —. — j nnvarlBdart bleibt, maa 
mui A, a mit B, b oder C, e Tertatucht^ d. h. dua 
■in ^* nn B* fiii C 
•in «• lin ** na c* 
ist. Zieht man die Quadratwunel ans, so erhalt man ia Barildc- 
Bicbtignng, dass A, B, C, a, b, e nrischen nud S B liegen, 
ihre Sinusse daher positiv sind, 

■in A «JB-B ain C ,^. 

■in a KU b «in e ' ^ ' 

226. Hultiplicirt man die aweit« Gleichung von (l) mit 

cos c und setxt das dadurch erhaltene Prodnct cos b oos e in 

die erste Gleichung, so wird: 

coB a >— cos n cos c'4'>i»<iBinecose cos £ -|- sin b sin e ooe A. 
gebt man statt cos a — cos a cos e* >■ cos a sin t? und kflrtt 
durch sin c ab, so wird 

cosasine-— sinacosecos£-|-sinicos^, 



sin&cosA^coiasinc — sinacoseoosB 
oder durch entsprechende Vertaoschung 

sin a cos fi^ cos fr sin c — sin&cosecos A\ , , 

sin a cos ^ cos c sin fr — sin e cos fr cos XJ 
entsteht, und ebenso für die beiden übrigen Seiten fr und e. 

227. Der Polarecke entepricht auf der KugelflElche ein 
sphBriBChet) Dreieck, welches das Polardreieck genaimt wird. 
Sind a, h', c' die Seiten, A', B', C' die gegenaberliegenden 
Winkel, so erbalt man mit Berücksichtigung von 

a + ^' — 2Ä, a' -H A — 2B u. g. w. 
durch Anwendung der Gleichungen von (l), (2) und (3) auf das 
Polardreieck: 
Aus (1) 

cos j1 -■ — cos B COB C -f- sin £ ain C cos a| 
eoa S ■= — COB A cob C -i- aia A sin C cos fr | (4) 

cos C = — cos A coa B -^ Hin A ain B coa e) 
Ans (2) erhslt man keine neuen Relationen. 
Aus (3) 

sin j1 COB fr -~ cos £ sin C 4- sin B cos C cos a ) 
sin A cos c ^ cos (7 sin £ -f~ ^i" ^'^b £ cos aj 
und ebenso Air die übrigen Winkel B und C. 



w 



(1) 

(2) 
(3) 



} (4) 

^1 <« 
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« 

AaflSsBiig der rechtwinkligen Dreiecke« 

228. Ist der Winkel C ein rechter, so wird sinC-» 1, 
eoe C ^ nnd man erhält 

ans (l) cos c *» cos a cos h 
„ (4) cos c ■= cot il cot B 

„ (2) sin a «» sin c sin A 
sin 6 BS sin c sin B 

„ (4) cosil»= cos a sinB 
cos^ae cos h sin A 

Darch Division der beiden letzten Formeln erhält man 

tan a SB sin 2) tan A 
tan 6 BS Bin fi tan B 

aus (3) tan a =^ tan c cos 

tan h "B tan c cos 

welche Formeln für die vollständige Berechnung ausreichen. 

Zusatz. Diese Gleichungen lassen sich in folgende Formen 
bringen: 

cos <; BB sin (i? — a) sin {R — 6) =» cot A cot B 

cos (7{ — a) = sin c sin il = cot J8 cot (i? — h) aus (2) und (4) 

cos (R — ii) ■= sin c sin ^ "-> cot il cot {R — a) 

cos il >» sin (7? — a) sin 2^ «B cot c cot {R — h) aus (3) und (6) 

cos £ ■■ sin {R — b) sin il = cot c cot (R — a) 

Denkt man sich die drei Seiten und drei Winkel des sphä- 
rischen Dreiecks in ihrer Aufeinanderfolge genommen, dabei den 
rechten Winkel ausgelassen und statt der Seiten a und 2», resp. 
R — a, R — b gesetzt, so folgen diese Elemente cjclisch so 
aufeinander: 

A, c, B, R — a, R — b. 

Berücksichtigt man, dass jedem Elemente zwei anliegende 
und zwei getrennte entsprechen, so enthalten diese Gleichungen 
folgende Regel: 

In jedem rechtwinkligen sphärischen Dreieck ist der Cosinus 
eines jeden Elementes gleich dem Producte der Sinusse der 
beiden getrennten, oder gleich dem Producte der Cotangenten 
der beiden anliegenden Stücke. 
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AsflSMuif 4er lehlefwlBklifea Dreleeke« 

229. Die möglichen hier Yorkommenden Aufgaboi eind: 
Gegeben sind: 

a, 6, e die drei Seiten; 

A, B, C die drei Winkel; 

a^ by C iwei Seiten und der eingeechloseene Winkel; 

Ay B^ e xwei Winkel und die dai?ri8chen liegende Seite; 

n, 6, il iwei Seiten und der Gegenwinkel der einen; 

A^ B^ a iwei Winkel und die Gegenseite des einen. 

230. Sind die drei Seiten gegeben, so erhUt maa nack. 

Art 226 (1) cosa — eosöoosc 

cos A — ; — i—, — 

sm 6 am c 

A^ nnd analog B und C 
Hieraus findet man 

n A^ ^, . ■in^nnc-f^^^O'— cosdeosc 

2 cos -«- ■■ 1 + cos A ■= — i— ; 

S ' sin 6 sm c 

^ . A* ^ . lin 6 sin c — oot a 4- cos h oos c 

2sm-r-*->l — cosii= -. — . . ■ — 

% un d SU c 

oder 

n ^^ ^ _ cOia-cos(t + e) » tin \ (g+d+c) sin j (-•+»+€) 

2 smosme smdsmc 

o • dl cos (6 — c) — cos g 2 sin \ (g — 6-f 0>">i(<»*H^'~^ 
2 sindsinc ■mftsmc 



Setst man der Kürze halber a-f-^*!*^""^'« ^ 
-— rt + 6 -|- c = 2 (5 — a), u. s. w. 

wobei zu bemerken ist, dass die vier Sinusse: sin 8, sin (s — g), 
sin (5 — 6), sin (9 — c) positiv sind, weil in jedem I>reikant 
die Summe der drei Seiten kleiner als 4 /?, und jede Seite kleiner 
als die Summe der beiden auderen ist 
Es wird daher 

A 1 /sin s sin is — g) 
cos — ■'^ 



1 /sin B si 
Y sin i 



2 r sin 6 sin c 



-1/ 



i4 l/8in(s — 6) sin (f — c) 
sm — *^ 



2 r siu 6 sin e 



tan - «3 i/ bju (s— f»)ain(f — c) 
2 Y sin s sin (s — g) ' 

wo sämmtliche Quadratwurzeln positiv sind. 

231. Sind die drei Winkel gegeben, so erhftlt man nach 
Art 227 (4) cos ^ + cos £ cos C 

cos a — ' li ' n 

sm 2f sm C 
o, und analog 2» und c. 
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DarauB erhftlt man, wenn Ä'{'B'\'C^»28 geseilt wird, 



a i/co« {8 — B) coa {S — C) 
^^ « "" K SnBiinC 



co8^coe(5 — ^) 

sin ~ ■=» 1/ : — «— . — 7i 

Bin £ sin C 



l_/r 



^^^ ^ ., C08 5C08(Äf — -A) 



COS (S — B) COS (S — C) 

wo ebenfallB alle Quadratwurzeln positiv sind« 
Dabei sind wogen 

-4 + JB + 272, il + l?— C<2Ä, u. 8. w. 

— cos S, cos (S — -4), cos (S — -B), cos {8 — C) positiv. 

232. Sind zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel, 
etwa a, h^ C gegeben, so erhält man nach 

cos c SB cos a cos 6 -|* Bin a sin b cos C 
sin c sin ^ >» sin a sin C 
sin c cos il ■» cos a sin b — sin a cos b cos C 

und den beiden analogen Gleichungen für den Winkel £, die 
Seite c, die Winkel A und B. 

Durch Einftihrung von HilfsgrOssen kann man die Bechnung 
bequemer machen. Man setze 

m sin Jtf e» cos a 

m cos üf ■» sin a cos C, 
so wird 

cos c "B tu sin {M -|- b) 

sin e cos il <"- — m cos {M + 6). 

233. Sind zwei Winkel und die dazwischen liegende Seite 
gegeben, etwa Ä^ B^ c, so erhält man aus 

cos (7 «B — cos ^ cos J? -{- sin il sin £ cos c 
sinCoosa^-cosilsinB-f'sinilcosAcosc 
sinCsinasasiniisinc 

and den beiden analogen Gleichungen fElr die Seite b, den Winkel 
O nnd die Seiten a und b. 
Seilt man 

n cos 27 — cos ^ 

M sin 2f i« sin il cos c, 

OOSC— — 11008(5 + ^ 

sin C cos a — n sin {B + N). 
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234. Sind iwei Seiten nnd der Gegenwinkel der einen ge- 
geben, etwa #1, 6| ^, so erhJÜt mmn nnt 

. ^ m & tia ii 
m B ^ -. 



den Winkel B^ nnd damit nach 

coti4«> — cosBooef7-}-tin£tin(7eoea 

den Winkel C. 
Setst man 

|IC08 P^ 008 B 

I» ein P «i« sin £ eos a, 
io wird 

ans welcher Gleichung C erhalten wird« 
Ans C folgt 

sin a iin C 

Bin c =» ; — 3 — . 

im A 

235. Sind swei Winkel nnd die Gegenseite des einen ge- 
geben, etwa ii, i9, fr, so erhiUt man ans 

. . sin B sin a 

8in b -■ ; — 3 — 

•m Ä 

die Seite 6, und damit nach 

cos a «« cos & cos c -f- sin 6 sin c oos A 

die Seite r. 

Für die Berechnung setze man 

^ sin Q -■ oos 5 

q cos Q SB sin 6 cos A , 
so wird 

cos a «» 9 sin {Q + ^)i 

aus welcher Gleichung r erhalten wird. 

Aus c folgt 

. ^ tin A tin c 

sm C «» — ; . 

81D a 

Entwickelang der Ganss'sehen and Neper'sehen Glelehnngen« 

236. Aus 
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C 1 /«in {$ — a) nn (« — 6) 

•in -s- -» 1/ ^ — : — . i ' 

8 f Bin a nn 6 

A 1 / nn s sin (f 

cos -r- — ■ 1/ . . . 

S r sin 6 SU 



sin c 



« — r ti 



sm (f — 6) 

cos -r — 1/ : ^^ ' 

•m a sin e 



folgt 



C i/~Biu«sin(f 

cos — -» 1^ • ^ 1. 

8 f sin a sin 

. A B C sin (f — 6) 

Bm^cos~-cos^> sine 

^ . B C sin (i — a) 

cos -r- Bin — — COi — • V-— ^ 

8 8 8 Sin c 

A B . C sin s 

cos ^ cos ^ = Bin -T • ^rr; 
z z z Sin c 

. il . B . (7 sin (s — c) 
sin^Bin^-Bin^.-^jj^ 

Ans diesen Gleichungen erhalt man durch Addition und 
Snbtraction 

c C 

sin ^ (ii -f~ -2?) coB - — cos ^ (a — b) cos — 

cos ^ (^ + ^) cos TT — sin i (rt -f- h) coB -j 
sin i (-A — B) sin — >» sin ^ (a — 6) cos -^ 

COB i (^ — B) sin — — sin i (« + i') ain -r^ , 
oder, in anderer Ordnung geschrieben, 

sin ^ (a -|* 2p) BUi -r- «i cos ^ (il — B) sin — 

COB ^ (a -|- h) sin — — cos ^ (A + -ß) cos — 
sin ^ (a — b) COB Y "* Bin i (ii — B) sin -j 

cos ^ (a — b) cos j ■>• sin ^ (^ «{~ •^) <^0B -r- 1 

welche Oleichungen die OausB'schen Gleichungen heissen. 

237. Durch Division erhftlt man ans diesen die Neper'- 
Bchen Gleichungen: 



X 
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Un i (^ + i?) - — |A_^ cot jj 

Zusatz. Aus der iweiien Gaass'schen Gleicliung folgt: 

C c 

Da sin ~, cos— positir sind, so mttssen die Zeichen Ton 

cos H^ + 'S)» cos |(a 4- h) 
abereinHÜmmen, d. h. ist 

Ä + B^2li, soista + 6 = 2i?. 

Aus der dritten Gauss'schen Gleichung folgt aus ihnlichea 
Gründen, dass die Zeichen von 

sini(il — B), sini(« -" ^) 
Obereicstimmen, d. h. ist 

A ^ B^ so ist a^ 7>. 

In jedem spli&risehen Dreiecke liegt also dem grösseren 
Winkel die grössere Seite gegenüber und umgekehrt. 

238. Sind in einem sphürischen Dreiecke zwei Seiten und 
der eingeschlossene Winkel, oder zwei Winkel und die dazwischen 
liegende Seite gegeben, so erhalt man aus den Gauss'schen 
Gleichungen die übrigen Stücke. 

239. Sind in einem sphärischen Dreiecke zwei Beilen und 
der G'agenwinkel der einen gegeben, etwa n, 6, A; so bestimmt 
man B nach 

sin 6 sin il 



sin J? ■— 



siD a 



und dann C, c vermittelst der Neper sehen Gleichungen 

C «in 1 (a — 6> a, % / a »\ 

**» ä " üriTT+y) '^* 4 (^ - ■») 

cos ^ (a -j- ^) 
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Da der Winkel B «as dem Sinns bestimmt wird, so erb&lt 
man iwei Werthe. Ist ß der spitze Winkel der Tafel, so ist 
J}-./)oder2i2— ß — ß\ 

Welcher der beiden Werthe Ton B sn nehmen ist, oder ob 
die Aufgabe swei LSsnngen sulSsst, wird dadurch entschieden, 
indem man berücksichtigt, dass die Summen A -}- B und a -f- & 

sngleich^ 2Jlsind, und dass der grosseren Seite der grössere 

Winkel (nnd umgekehrt) gegenüber liegt. 

Man findet, dass nur xweideutige F&lle eintreten können. 



a + b<2B^ A<R, a<h 

a + b>2Bj A>B, a>b 
ist 

240. Sind in einem sphärischen Dreiecke zwei Winkel und 
die Gegenseite des einen gegeben, etwa A, B^ a^ so bestimmt 
man h nach 

. , nn a tin J9 
sm »• — : — 2 — 
•in A 

und dann e und C vermittelst der Neper'schen Gleichungen, wie 
bei der Torigen Aufgabe. 

Die Betrachtung der zweifelhaften FlÜle, wo die Aufgabe 
vermQge der Bestimmung von b aus sin b zwei Auflösungen zu- 
lasst, ist dieselbe wie in der Yorigen Aufgabe; man vertauscht 
nur die Winkel ii, B mit den Seiten a, 6. 

Man findet, dass nur zweideutige FftUe eintreten können, 
wenn 

A + B<2B, a<B, A<B 

A + B>2B, a>B, A>B 
ist 



Ffinftes Buclu 

Geometrie dee Maeeee. 



Tom HotMB« 

241. Unter ilem Mesaen einer Grösse yersieht man, wie 
bereits in Art 3 angedeutet wurde, die Vergleichung dieser 
Grösse mit einer zweiten gleichartigen, welche die Masseinheit 
genannt wird*). 

In der Geometrie kommen drei Arten von OrOssen sur 
Messung: Linien, Flächen und Körper; es sind daher drei Ein- 
heitftn eiibrderlich. Die Geometrie des Masses hat nun die Auf- 
gabe für die im zweiten Buche behandelten Gebilde die Masa- 
best'.mmungen durchzuftlhren. Wenngleich jede Massbestimmung 
bchlicsslich auf Conpfrueoz beruht, so gestatten doch die Lehren 
der Aehnlichkeit nicht selten bedeutende Vortheile in der Aua- 
werthung der zu bestimmenden Gebilde. 



I. Geradlinige Gebilde. 

Flächen -Verhältnisse der Vielecke. 

242. Die FlUchen zweier Parallelogramme von: 

a) gleicher Höhe verhalten sich wie ihre Grundlinien. Sind 
die Grundlinien Vielfache einer Strecke, d. h. commensurabel, 
so trage man diese Strecke so oft als möglich ab, und ziehe 
durch die Tiieilungspuncte Parallele mit den anderen Seiten. 
Sind die Grundlinien incom mensurabel, so wird der Beweis ver- 
mittelst der Grenzen geführt. 

b) gleicher Grundlinie verhalten sich wie ihre Höhen. Be- 
weis wie im vorigen Satze. 



*) Näheres vergl. des Verfassers Lehrbuch der allgemeinen Arith- 
metik, 3. Aufl., S. 27 bis 30. 
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c) ungleichen Grundlinien und ungleichen Höhen verhalten 
sich wie die Producte der Masszahlen der Grundlinien und der 
Höhen. 

Denn sind f^ f' die Masszahlcn der Flächen der beiden 
Parallelogramme; 47, g' ihre Grundlinien; /i, iC ihre Höhen, so 
sei /*! die Flfiche eines Parallelogrammes von der Grundlinie g 
und von der Höhe h\ Dann ist 

Durch Muliiplication folgt 

fif ^ghig'W. 

243. Da das Dreieck die Hälfte eines Parallelogrammes von 
gleicher Grundlinie und Höhe ist, so finden dieselben Flftchen- 
verhältnisse für das Dreieck statt 

244. Die Flächen zweier Dreiecke ABC und A'B'C^ welche 
einen Winkel C gemeinsam haben, verhalten sich wie die Pro- 
ducte der einschliessenden Seiten. 

Fig. 68. Denn zieht man A'B^ so ist 

C ABCiA'BC^ACiA'C 

A'BCiA'B'C'^BCiB'C, 




'^r^Ci^ \ also durch Zusammensetzung 

-^ ^ ^^^^^^iP ABC : A'B'C = AC • BC.A'CB'C. 

Ist A'B' \AB,^h. ist A ABC ^ A A'B'C, 

so folgt AC : A'C — BC : B'C, 

also ACBCi A'C • B'C «« Jc* : J^^ 

und ABC: A'B'C — IC* : i'C'; 

d. h. die Flächen zweier ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie 
die Quadrate der entsprechenden Seiten. 

245. Da jede ebene Figur durch Gerade in Dreiecke zer- 
legt werden kann, so folgt: 

Die Flächen zweier ähnlicher ebener Figuren verhalten sich 
wie die Quadrate zweier entsprechender Strecken. 

Zusatz. Construirt man ttber den drei Seiten a, 6, eines 
rechtwinkligen Dreiecks ähnliche Figuren V, 0, S, wo C die 
aber der Hypotenuse construirte Figur ist, so folgt aus 

« : tt — «• : c», » : C — 6« : c« 
« + » : tt — a* + 6« : c* — 1 
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d. h. die über der Hypotenuse oonstruirie Figur ist gleich der 
Summe der über den beiden Kaiheien oonstmiriea Figoreii, — 
eine Verallgemeinerung des Pyihagorftischeii Salies. 



Yerwandlnnf der ebenen Fignren in flicheBf leiehe. 

246. Ein Dreieck in ein gleichschenkliges Ton derselben 
Grundlinie su verwandeln. 

Man errichte in der Mitte der Grundlinie eine Senkrechte, 
und ziehe von der Spitze eine Parallele zur Grundlinie; der 
Durchschniitspunct dieser beiden Linien ist die gesuchte Spitze. 

247. Ein gleichschenkliges Dreieck in ein gleichseitiges zu 
verwandeln. 

Analysis. Ist AABC das gegebene Dreieck, AB die 
Grundlinie, AABC ein gleichseitiges über AB; A A'^B^C 

das gesuchte gleichseitige, dessen Grund- 
linie A"B" in die Grundlinie AB^ dessen 
Spitze C" in die Höhe CD des A ABC 
föUt; so folgt aus 

ABC : ABC" ^ CD: CD 

Ä'B"C'' : ABC = C^ : cTÖ", 




CDlC'Drr:^C^.C^, 



d.h. 



CD' 



A'A 



n b" 



--CDCD\ 

mithin ist CD die mittlere Proportio* 
nale zu (jD und C'2>. 
Construction. Beschreibt man über CD einen Halbkreis, 
und zieht CE 1. CD, 80 iöt nach Art. 162, a) die Strecke DE 
die mittlere Proportionale zu 2>Cund DC\ Macht man DC"'^ DE 
und zieht C'Ä' II CA, C'B" \\ CB, so ist A A^'B^C das ge- 
suchte Dreieck. 

248. Ein Dreieck ABC in ein anderes zu verwandeln, dessen 
Grundlinio in die Gerade AB fällt, und dessen Spitze C 

a) in der Geraden BC liegt, 

b) eine beliebige Lage hat. 

Zu a). Man ziehe AC\ femer CA || C'A, wo A' in der Ge- 
raden AB liegt. Dann ist ABC = ABC. 

Zu b). Man ziehe von C eine Parallele zu .^^; ist C| der 
Durchschnitt mit der Geraden BC, so bestimme man nach a) 
A'BC^ — ABC. Dann ist ABC — ABC. 

249. Um ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln, be- 
stimme man die mittlere Pro^iortionale zu den beiden 
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des Rechteckes. Man erhält dadurch die Seite des gesuchten 
Quadrates. 

250. Ein Viereck ABCD in ein Dreieck zu verwandeln. 
Man ziehe AC und DA' \ CAy wo A' der Durchschnitt mit AB 
ist Dann ist A'BC— ABCI). 

Durch Foiisetzung dieses Verfahrens kann man jedes Vieleck 
in ein Dreieck verwandeln. 

Dieses Dreieck kann man wieder in ein Parallelogramm, und 
letzteres wieder in ein Quadrat, also das gegebene Vieleck in 
ein Quadrat verwandeln. 

Zusatz. Derselben Consti*uction bedient man sich, um die 
einspringenden Winkel eines Vielecks wegzuschaffen. Ist z. B. 
im Viereck AB CD der Winkel B einspringend, d. h. grösser 
als 2 i?, so ziehe man AC und durch ^ die Gerade EF\ AC 
(wo E auf der Seite AD^ F auf der Seite CD vorausgesetzt 
wird). Jedes der Dreiecke JE CD und FAD ist flftchengleich 
dem Vierecke AB CD. 



Theilung der ebenen Figuren* 

251. Ein Dreieck durch Gerade, welche von einem Scheitel 
ausgehen, in n Theile zu theilen, welche im gegebenen Verhält- 
nisse stehen. 

Man theile die Gegenseite des Scheitels in diesem Verhält- 
nisse u. s. w. 

252. Ein Dreieck aus einem Puncto einer Seite in gleiche 

Theile zu theilen, z. B. aus dem Puncto D 
in der Seite ii^ in drei gleiche Theile. 

Man theile AB in di*ei gleiche Theile 
in E und F, ziehe CD und EE\ F^ J DC, 
so sind Diy und DF' die gesuchten Thei- 
lungslinien. 

Denn es ist A E'ED — A EE'C 
u. s. w. 
Ebenso verfährt man, wenn die Theile gegebene Verhält- 
nisse haben sollen. 

253. Ein Dreieck durch Gerade, welche einer gegebenen 
Geraden parallel sind, in Theile zu theilen, die sich wie ge- 
gebene Zahlen i>i,i>2* • • • vorhalten. 

Analysis. Es seien EE' und FF' die beiden ersten 
Theilungslinien, CD | der gegebenen Geraden, also EE' und 
FF' I DC. Nun ist 




TbeUung der obenen Figuien. 
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wenn 
alao 



ÄEir : ÄDC — Alf : AD^ — AE^ : AD, 
AH—AE, HE^±AD üi, 
AEE' : ABC — AE^ 2 AB. 

i'ic 7L Soll daher AEE' — - ABC §mn, wo 




mois ^^ — — ilJB eeÜL 

Femer ist 
]» ADC—AEE'iADC'^AD'-AE^iAD 
oder EDCE'iADC ^E^DiAD 
EDCE'iABC — i\D : -i B. 
Ebenso ist DFF'C: ABC -^ DI\ lAB, 

also durch Addition EFF'CE' lABC'^E^F^iAB. 

Soll daher EFF'CE' ^ ^ ABC sein, 



so muss 



E^F.—^AB. 



Man erhält daher folgende Lösung: 

Man ziehe CD parallel der gegebenen Geraden , theile die 
Seite AB in l?i, F|, • • • • so, dass sich die Theile verhalten wie 

i' 1 » i^2 » • • • • 

Man beschreibe über AD und BD zwei Halbkreise, errichte 
in den Puncten I\^ -^n * * * Senkrechte auf AB bis zu den Durch- 
schnittupuncten mit den UmfUngen. Hierauf trage man die da- 
durch bestimmte Sehne in dem einen Halbkreise vom Puncte Ä^ 
in dem anderen vom Puncte B aus auf der Seite AB ab. Diese 
Puncte bestimmen die gesuchten Theilungslinien. 

254. Ein Trapez in gleiche, oder gegebenen Theilen propor- 
tionale Theile zu theilen, so dass die Theile wieder Trapeze sind. 

Man theile jede der Grundlinien in der 
angegebenen Art und .verbinde die ent- 
sprechenden Theilpuncte. 

255. p]in Trapez durch Gerade, welche 

den Grundlinien parallel sind, in Theile 

nach gegebenen Verhttltnissen zu theilen. 

Analysis. Es sei im Ti-apez ABCD 

gdle Gerade FG eine Theilungslinie. 

Ist CE II DA und S der Durchschnitts- 
punct der nicht parallelen Seiten AD und 
BC^ so ist 

-IT X ABS : DCS ~AB^ iAE' — AB i AE^, 

wo AH == AE und HE^ ± AB ist. 



Fig. 7S. 
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Daraus folgt: 

ABS : ABCD = AB : E^B, 
und analog 

ABSiABFQ = AB : BK^, 

wenn FK\DA, AL ==- AK xxn^ LK^ 1, AB 

iat, also il^Fff : ABCD =- 5Äi : BE^ . 

Dasselbe gilt für die übrigen Theilungslinien. 
Man theile daher BE^ von B aus nach den gegebenen Ver- 
hAltnissen der Theile, beschreibe ttber AB einen Halbkreis, u. s. w. 

FIi&cIienberechnnBg der TIeleeke« 

256. Um eine begrenzte Ebene zu messen, bedient man 
sich als Einheit eines Quadrates, dessen Seite gleich der Längen- 
einheit ist, dessen Flftche dann die Flacheneinheit ist 

1) Die Fläche eines Rechtecks ist gleich dem Producte (der 
Masszahlen) zweier in einer Ecke zusammenstossender Seiten. 

2) Die Fläche eines Parallelogramms ist gleich dem Pro- 
ducte von Grundlinie imd Höhe. Ist a die Grundlinie, h die 
zugehörige Höhe, so ist die Fläche f 

Sind a und h zwei in eine Ecke zusammenstossende Seiten, 
9 der eingeschlossene Winkel, so folgt wegen ^ «a 5 sin 9 

f^a ab sin 9. 

Die Fläche eines Dreiecks ist gleich der Hälfte dieses Pro- 
dnctes, also 

/"— i a6 sin C. 

c c o c 

Setzt man in sin C «^ 2 sin « ' <^s — statt sin — und cos — 

mm m m 

die in Art. 216 gefundenen Werthe, so erhält man 

/• — V« (« - a) (ä — 6) (5 — c). 

257. Die Vielecke zerlegt man durch Diagonalen in Drei- 
ecke uud addirt die Masszahlen ihrer Flächen. 

a) Trapez. Wegen der gleichen Höhen der beiden Dreiecke 
oder nach Art. 68 erhält man: Die Fläche eines Trapezes ist 
gleich der Hälfte des Productes der Summe der Grundlinien in 
die Höhe, oder gleich dem Producte der Geraden, welche die 
Mitten der nicht parallelen Seiten verbindet, mit der Höhe. 

b) Fttr das Viereck A^ A^ A^ A^ ziehe man die Diagonale 
A^A^\ man erhält dann fär die Fläche f 

2 f^ Ol «4 sin 9| 4* ^ <>4 8^ 94* 
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Wegen 
Ol ein 9i + 0, sin (9i + ^) + 0, sin (9i + 9, + ^) — 

9i + 9^ + 93 + 94 ■■ * -Rf 
ist Ol sin 9| -f* ^ BU^ (9i "f* 9t) — o^ sin 94 ■■ 0. 

Subutituirt man in 2 /'den Werth fElr o, sin 94, so erhBli man 

2 /* »" a^ a| sin 9| 4~ <*4 ^ si^ (9i *!" 9t) -f* ^ ^ *^ 9t* 
Zusatz. Sind p and g die beiden Diagonalen, «r ihr Winkel, 
so ist f '^ ^pq Bin a. 

c) Allgemein ist für ein n Eck 

2/*— a|a,sin9,+a|a38in(9,+9s)H |-<»i«»-i8M*(9^ +—9«-i) 

+ o,«, sin 9j + «,«4 sin (93+94) + "" «t «»-i »»» (% + ••• 9«-i) 

+ a^t a„_i sin 9«-i , 

welcher Satz auch gültig ist, wenn das Vieleck einspringende 
Winkel hat 

Eigensehaften der regeln&ssigen Tleleeke« 

258. Ist das Vieleck ein reguläres n Eck, so wird es durch 
Gerade aus dem Mittelpuncte nach den Ecken in n congruente 
Dreiecke zerlegt. Ist s die Seite des Vielecks, r der Abstand 

des MittelpuncteS; so ist die Fläche eines solchen Dreiecks ■« —, 

also die des ganzen Vielecks f» -^ =» -^ , wo u den umfang be- 

deutet; r ist der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises. 

Zwischen den UmHingen und Flächen der einem Kreise ein- 
und umschriebenen n Ecke und 2 n Ecke finden folgende Be- 
ziehungen statt : 

Ibt AB =» 8 die Seite eines eingeschriebenen 
n Eckes, A'B' «^ 5 die Seite des umgeschriebenen 
n Eckes, so folgt, wenn COJLÄB ist, und ÄO ^^r^ 
CO ^=B Q gesetzt wird 

Da ^C «» s' die Seite eines eingeschriebenen 
2 n Eckes ist, so folgt, wenn q' und S* die inge- 
hörigen Grössen bedeuten, 

«"=-I + ('--*)*-2r(r-e) 
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oder, wenn statt $ und q der Werth gesetzt wird, 

r r + ^ 
Sind ^' und ^ die ümfftnge, > und j^^ die Flächen der ein- 

und umschriebenen ^^ Ecke, so ist 



also 



tf 


^ 1»», U ~ 


-«S, / 


s 


-, F—-5- U. 8.W., 


a SB» 


2»yr' — 


*», 


^Vr'-f, 




2 « >^2 r (r 


-?). 




*"VW,' 


/•« 


- « e v* — 


*'. 




r= 


«rVr*- 


P*, 


J" — 


Aus diesen Formeln 


folgt: 








ü'«. 




«'* = 


= «17' 




P' = 




, r- 


=-fF. 



Diese Formeln dienen zur successiven Berechnung der üm- 
fiinge und der FlOchen der Vielecke. 

Zusatz. Aus den obigen Formeln folgt: 

Wegen ^ < r ist ^^ < i, also £/' — u < i (IT — a), 

mithin auch V — u' < 4 (LT — u) . 

Wegen (^ + r)« -= (r — ^)« + ^ ^ ^ w<i (r + gy>irQ 

Die resp. Unterachiede der UmfUnge und Flilchen der ein- 
und umschriebenen Vielecke nehmen rascher ab, als die 'Glieder 
der Reihen 



i. i, i, und i, tV, ^, 



• • • • 



Construcilon und Berechnung der regelm&ssigen Vielecke. 

259. Der Halbmesser eines Kreises ist gleich der Seite eines 
einbeschriebenen Sechsecks. 
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Durch Verbindung der nicht auf einander folgenden Sinken 
erhftlt man das einbeschriebene Dreieck. 

Ist r der Radios , 8 die Seite , so folgt ans '^ "~ y V^t 

Zwei auf einander senkrechte Durchmesser bestimmen ein 
eiubeschriebenes Quadrat 

260. In einen Kreis ein Zehneck und Fünfeck sn beschreiben. 

Analysis. Ist AB die Seite des Zehnecks, so ist im 

Flg. 74. Dreieck ii^O, — 3G®, also A — 21 — 72\ 

Halbirt man daher den Winkel B durch 
die Gerade J^C, so ist im Dreieck ÄCB 

C^A, also Ai?— CB^CO, 
und AABOf^AACB, 

mithin AO : AB — AB : AC 

oder AOiCO mm, CO lAC. 

Theilt man daher den Halbmesser nach dem Süssem und 
mittlem Verhältnisse, so ist der grössere Abschnitt die Seite des 
Zehnecks. 

Verlllngert man BC bis zum Durchschnitte D mit dem um- 
fange, so ist, wegen AOD ^^2 ABC^ die Sehne AD die Seite 
des eingeschriebenen Fünfecks. 

2G1. Berechnung der Seiten. 

Sind S^ 8 die Seiten des Fünf- und Zehnecks, so folgt ans 
s« = r (r — ä), 




-|- r5 =» r* und 5 = — ^ + ^ V~^* 



Ist E die Mitte des Bogens AJ)^ so folgt nach dem Ptole- 
mUiscbcn Satze für das Schnenviereck AB DE 

AB'DE+ AE' BD = AD' BE, 

d. h. s^ + s{s + r) = S* oder 5* + r» — 5«; 

d. h. das Quadrat der Fünfecksseite ist gleich der Summe der 
Quadrate der Zebnecksseite und des Radius. 

262. a) Aus dem Dreieck, Viereck und Fünfeck kann man 
durch fortgesetztes Halbiren der Bogen die Vielecke von 

3 «2", 2", 5 «2" 

Seiten erbalten. 

b) Beschreibt man in einem Kreise von demselben Puncto 
A aus ein m Eck mit der Seite A 3f , und ein n Eck mit der Seite 

ANy 80 enth&lt der Bogen MN^ wegen — ifft—ii 
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Flg. n. 



TheQe, deren jeder --- des Umfanges ist bt nun m — n «» 2**, 

80 kann man durch rmaliges Halbiren dieses Bogens das fnnEck 
erhalten. Z. B. Fflr m -» 6, n -» 3 igt MN der doppelte Bogen 
eines FUnfzehnecks. 

Anmerkung. Die Construction der hier angegebenen Viel- 
ecke war schon im Alterthiime bekannt. Gauss hat in seinen 
^isquisitiones ariihmeiicaif' gelehrt, dass sich alle Vielecke, deren 
Seitenzahl die ungeraden Primfaotoren nur in der Form 2" -j" 1 
und nur in der ersten Potenz enthftlt, streng geometrisch con- 
struiren lassen. 

263. Ein rogelmftssiges iiEck nftherungsweise in den Kreis 
in beschreiben. 

a) Man beschreibe über den Durchmesser 
AB ein gleichseitiges Dreieck ABC^ hierauf 
theile man den doppelten Durchmesser in n 
gleiche Theile, trage von A aus auf X^ einen 

solchen Theil AD '^ ab, verbinde den 

Punct C mit 2>, verlfingere CD bis zum Durch- 
schnitt E mit dem Umfange, so ist AE ent- 
weder genau oder näherungsweise die Seite 
des fiEcks. 

Zieht man EF±AB^ so ist 

AODC^AFDE, 
COiOD^EFiFD: 
Setzt man AO «m l, AOE'm «, so ist: 

CO — }/3, 02) — ilO — -AD — 1 - - — " ^ * 




£F— sin «, FD — J'O — OD — cos « — 



n 



n — 4 



"B sm «r : cos a — 



— 4 



oder 



YS: 



psina ^» }/F(cos a — p\ mop — 



w — 4 



Setzt man sin « »" Y 1 — cos «*, und löst die quadratische 
Gleichung auf, so erhftlt man 



cosa 



_ J>(3 + V8-«|>') 
8 + p- 



Far n ■« 3, 4, 6, erhftlt man genaue Werthe; für n -« 5, 
10, 17 betragen die Febler 2'40^ 2l'2l'; 37^13^ 

Anmerkung. Diese Begel wurde von dem italienischen 



iDbaUfreiliftltiiista der Poljeder. 
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Mathematiker C. Renaldini (geet 1700) angegeben. Bia anf 
Jacob RernouUi hielt man daa Verfahren für Tollkommen 
strenge. 

b) Ein neaeres Verfahren besteht in Folgendem: 

Man theile d«i Dorchmesaer AB in n 
gleiche Theile, yerUngere nm einen solchen 
Theil OÄ bis OC, nnd den daranf senkrechten 
Halbmesser bis OD ■■ OC Nun siehe man 
die Gerade CD^ welche den Umfang suniehst 
in E schneidet Der Pnnct E mit dem dritten 
Theilpnncte F anf AB^ von A aus gerechnet» 
yerbunden, gibt die gesuchte Sehne EF^» $. 
Um B zu rechnen, siehe man 00 J. CD. Man erhftlt dann: 
CD «» 2 CG, 00, EG, CE und schliesslich ans A CFE mit 

Berücksichtigung von C — 46^ cos C — Y^ , 

s - i yCn - 4)« +T2 - (n - C) yör^Ttj-^r. 

sm f « — j . 

Dieses Verfahren ist für n ■» 3 und 4 unmöglichi fOr n^^ b 
betrügt der Fehler von a A0\ f ür tt ■» C erhftlt man einen ge> 
nauen Werth; von n -=> 7 an so genilhert« Werthe, daas der9B 
Fehler für Zeicbnimgen verschwindend klein ist. 



Iiihaltsrerkilltnisse der Tolyeder« 

2G4. Die Inhalte zweier Prismen von: 

a) gleicher Höhe verhalten sich wie ihre Grundflachen; 

l)) gleicher OrundHUche verhalten sich wie ihre Höhen; 

<*) ungleichen GnindHUchen nnd ungleichen Höhen verhalten 
sich wie die Producte der Masszahlen der Grundflächen und 
Höhen. 

Beweis wie in 242. 

Dieselben Beziehungen gelten auch fUr die Pyramide. 

265. Die Inhalte zweier Uhnlicher Pyramiden verhalten aicb 
wie die dritten Potenzen zweier entsprechender Kanten. 

Sind $, $' die Masszahlen der Inhalte beider Pyramiden, 
Pj g' die ihrer Grundflächen, h, h' die ihrer Höhen, so ist 

^ : ?ß' — gh : g'h\ 

Sind d, (V zwei entsprechende Kanten, so ist: 

g : g' '^ d* : d'*, /«:// — «1 : d' 
?ß:?ß' — d^d'>. 
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Allgemein. Die Inhalte zweier ähnlicher Polyeder vor- 
hüten sich wie die dritten Potenzen zweier entsprechender 
Strecken. 

iDluütsberechniuig der Polyeder« 

260. um körperliche Rllnme zn messen, bedient man sich 
als Einheit eines Würfels, dessen Seite die Längeneinheit, dessen 
OrenzflSchen also Quadrate von der Flächeneinheit sind. Dieser 
Würfel bildet die Masseinheit Hlr die Inhaltsbcrechnungen. 

1) Der Inhalt eines rechtwinkligen Parallelepipedon ist gleich 
dem Producte (der Masszahlen) der Gnmdflttche imd der Höhe. 
Dasselbe gilt von jedem Parallelepipedon überhaupt 

2) Der Inhalt eines dreiseitigen Prismas ist gleich dem 
Producte der GnmdflSche und der Höhe. 

Dasselbe gilt auch von dem mehrseitigen Prisma. 

3) Der Inhalt einer Pyramide ist ein Drittel des Productes 
der Grundfl&che und der Höhe. 

4) Die übrigen Polyeder zerlegt man in Pyramiden, z. D. 
Um den Inhalt K eines Pyramidalstumpfes mit den Grund - 

fischen B und &, und der Höhe h zu bestimmen, denke man 
sich denselben zur Pyramide ergänzt. 

Ist h 4~ 1^' <lie Höhe dieser Pyramide, so ist 

JT— \B{h + h') - \ hW ^\Bh + \{B—h) h\ 

Nun ist 

^ : 6 «= (/, + ;/)« : ;r«, also V^ : yl? — /i + // : h\ 

woraus 

VB^yb 

nnd K^\h{B + h+ yBh) 

folgt; d. h. der Pyramidalstumpf ist gleich der Summe dreier 
Pyramiden, welche mit dem Stumpfe gleiche Höhen haben und 
deren Grundflachen resp. die Grundflftchen.und deren geometrisches 
Mittel des Stumpfes sind. 

2G7. a) Es sei 8 AB CD eine Pyramide, deren Grundflüche 
ABCB ein Trapez ist, femer sei SM die Höhe der Pyramide, 
EF die durch die Mitte der nicht parallelen Seiten gezogene 
Gerade, OH die durch M gezogene Höhe des Trapezes, also 
EF*OH die Fl&che desselben: der Inhalt P der Pyramide ist 

P^\EF'OH*SM. 
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Ist K die Mitte Ton QU, und GL J. fiJT, lo ift 

SKxSU^aKxQL 
oder 8M'QK^SK*GL^ 

Nun ist EF • iSiT die doppelte Fliehe des 
Dreiecks SEF^ OL — h der Abetand jedee der 
vier Puncte Ä^ B^ C, D Ton der Ebene dieeet 
^ Dreiecks; mithin ist 

Pm^\SEF'h. 

b) Ein Körper, begrenzt von zwei parallelen Vielecken A 
und B als Grundflächen und von Trapezen als SeitenflSchen, 
heisst ein Obelisk. 

Es seien A und B die beiden parallelen OmndflScheni 
H ^^ 2h deren Abstand, C sei die Fläche des Schnittes in der 
Mitte zwischen A und ^, 6^ ein beliebiger Punct derselben. Man 
kann von S aus den Obelisk in zwei Pyramiden mit den Orand* 
flächen A und B, und in Pyramiden, deren Omndflichen die 
obigen Seitenflächen -Trapeze sind, zerlegen. 

Der Inhalt der beiden ersten Pyramiden ist \ Ah -f- i Bh\ 
der Inhalt der letzten Pyramiden ist nach a) f CA, also der 
Inhalt des Obelisken K: 

K=^n(A + B + AC) (1) 

Sind üj hy c zusammengehörige Seiten von ui, J?, C, so ist 
2c = a + &. Die Fläche C heiBst die Hauptfigur des Obe- 
lisken. Zieht man durch einen beliebigen Punct der Hauptfigur 
Gerade parallel den Seitenkanten, so erhält man in jeder der 
beiden Grundflächen eine Figur D, welche den Figuren A und ^ 
ebenfalls gleichwinklig ist, und Nebenfigur genannt wird. 

Ist d die zu a und b zugehörige Seite von 2) , so ist 2 d »« a — 5. 

Wegen 2c-=»a + ^» 2d = a — 6 ist, wenn a, 5, c, d und 
a\ b\ c\ d' zusammengehörige Seiten bedeuten, 2 (cc' + dd') — 
aa 4* ^^'- ^* ^"^^^ ^^^ ^^® doppelte Fläche eines Vieleckes 
durch eine Summe von Producten von je zwei Seiten mit einem 
Sinus ausgedrückt wird, so folgt aus der vorigen Gleichung und 
der Gleichheit der Winkel der Vielecke A, B, C, D 

^ + B m^2C+ 22), 
mithin ii^— JT(C + | 2>) (2) 

d. h. der Inhalt eines Obelisken ist gleich der Summe eines 
Prismas und einer Pyramide, welche mit dem Obelisken gleiche 
Höbe haben, und von denen das Prisma die Hauptfigur , die 
n WAb«nfigar rar Grundfläche hat 

10 
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Zusätze. 

a) Die Formel (l) gilt auch, wenn einzelne Trapeze in 
Dreiecke übergehen. 

b) Sind die Grundflftchen A und B zwei einander kreuzende 
Gerade a und &, deren Winkel g> ist, so ist der Körper eine 
dreiseitige Pyramide, wo a und h zwei gegenüberliegende Kanten 
sind. Die Flftche des mittleren Schnittes ist ein Parallelogramm, 
dessen Seiten ^ a und ^ b mit dem eingeschlossenen Winkel tp 
sind. Daraus folgt: 

A — » 0, Ä — • 0, C '^ \ a ' i h sm fp '^ ^ ab Bin ipf 

mithin K ^^^ l ab Hsiafp. 



Berecbnnng der regelmftssigen Poljeder* 

268. Ein Polyeder, welches lauter congruente Flächen und 
congruente Ecken hat, heisst ein regelmässiges. 
Es gibt nur fünf regelmässige Polyeder. 
Erster Beweis aus 106. 

Zweiter Beweis. Da in jeder Ecke mindestens drei Kanten 
zusammenstossen, und die Summe der Kantenwinkel kleiner als 
4t B ist, so folgt, dass jede Ecke nur gebildet werden kann: 
Von drei Dreiecken — regelmässiges Tetraeder, 
vier „ — „ Octaeder, 



«01», DU 

a) Vo: 

b) „ 



c^ I, fünf „ — „ Icosaeder, 

d) „ drei Quadraten — „ Hexaeder, 

e) „ drei Fünfecken — „ Dodekaeder. 

269. Verbindet man die Mittelpuncte M und N zweier an- 
einander stossender Polyederflächen mit der Mitte C ihrer ge- 
meinsamen Kante ÄBy ßo ist der Winkel MCN das Mass des 
Keiles an der Kante ABl Die in M und N in der Ebene dieses 
Winkels auf MC und NC errichteten Senkrechten schneiden sich 
in einem Puncto 0, welcher von allen Flächen und Ecken des 
Polyeders gleichweit entfernt ist und daher Mittelpunct des 
Polyeders heisst Eine aus mit dem Halbmesser OM -» r 
oder OA ^ q beschriebene Kugel ist dem Polyeder resp. ein- 
oder umgeschrieben. "Dd^ AB senkrecht ist auf der Ebene MNC^ 
so bilden die Durchschnittslinien der drei durch die Geraden 
OA^ OC^ OM bestimmten Ebenen mit einer aus beschriebenen 
Kngelfläche ein bei C rechtwinkliges sphärisches Dreieck ACM. 

Stossen in jeder Ecke m Kanten zusammen, so bilden die durch OA 

^B 
VBd jede durch A gehende Kante gelegten Ebenen mKeile »■ — ; 

d igt jede Fläche von n Kanten begrenzt, so bilden die dutck 21 
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und jede der Ecken der Fliehe gelegten Ebenen uKefle — — . 
Ee ist daher 

Ans 828 folgt 

coe Ä 

bi i — MCN, so iat a — i (3 J{ — <>> «Im 

cot -^ 
in J • — — 



. 9£ 

gm — 



Aqb 008 c^oot j1 • ootJf, nnd OM: OÄ ^ eo§ ÄOM folgt 



-. ^ oot --- * <^t — 
^ m n 



Ist die Kante AB ■» s, so ist 



Bin— sin^ 



Fttr das Ootaeder und Hexaeder hat das Verhftliziiss r:^ 
denselben Werth; ebenso für das loosaeder und Dodekaeder. 



II. Krumme Gebilde. 

Grensbegrlffe« 

270. Um die bei krummen Gebilden yorkommenden Mass- 
begriffe: Lttnge einer krummen Linie, OrOsse der Flftche einer Ton 
krummen Linien begrenzten ebenen Figur, OrOsse der Ober- 
flttche und des Inhaltes eines von einer (oder mehreren) krummen 
Flttohe (n) begreniten Körpers aufzustellen; bedient msin sich 
des Begriffes der y,Qrense'S 

Nähert sich eine yeränderliche OrGsse Ä durch fortdauerndes 
Zu* oder Abnehmen einer andern unveränderlichen OrOsse L 
immer mehr und mehr, ohne dieselbe jemals su erreichen oder 
gar übertreffen su kOnnen; so heisst diese zweite Grösse L die 
Orense der ersten, und swar die Wachsthums- oder Yer- 
minderungs-Orense, je nachdem sich die OrOsse Ä dureh 
Zu« oder Abnehmen der Grösse L nähert 

10* 
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In den hier vorkommenden üntersnchungen ist die Existenz 
einer Orense immer in der Anschauung selbst gegeben. 

271. Jede ebene krumme Linie kann in Stücke zerlegt 

werden, deren jedes, etwa ACB^ von einer Geraden in nur zwei 

Pnncten geschnitten werden kann, i. B. ein Stück einer 

Vif. ia Kreislinie. Beschreibt man in das Linienstück ACE 

^ein Dreieck ABC^ so ist 

AC + BOAB. 

Zieht man in den Puncten A und B Tangenten 
an die krumme Linie, welche sich in D schneiden; 
zwischen A und B^ etwa in C, eine dritte Tangente EF^ 
so ist 

ED + FD> EFy 

also auch, indem man beiderseits AE und BF dazu addirt,| 

AD'\'BD>AE+EC+CF+FB. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhält man: 

a) Beschreibt man in eine krumme Linie fortgesetzt* ge- 
brochene Linien, so wuchst deren Umfang mit der Seitenzahl 
fortwährend. Diesem fortgesetzten Wachsthume ist durch den 
Bogen ACB eine Werthgrenze L gesetzt, welche nicht über- 
schritten werden kann. 

b) Beschreibt man foi^tgesetzt um die krumme Linie ge- 
brochene Linien, so nimmt deren Umfang mit der Seitenzahl 
fortwährend ab. Dieser fortgesetzten Abnahme ist durch den 
Bogen ACB eine Werthgrenze L' gesetzt, unter welche die 
fortgesetzt sich vermindei-nden Umdlnge nicht herabsinken. 

Die beiden Werthgrenzen L und L' sind einander gleich, 
da derselbe Bogen ACB der fortgesetzten Zunahme der Umfönge 
der einbeschriebenen und fortgesetzten Abnahme der Umflinge 
der umschriebenen Vielecke ein (ideales) Ende setzt. 

Dasselbe gilt auch von einer beliebigen ebenen krummen 
Linie, indem man dieselbe in solche erwähnte Theile zerlegen kann. 

Die gemeinsame Grenze, der sich die Masszahlen der Um- 
fange der ein- und umschriebenen Linien ohne Ende nähern, wird 
die Länge der krummen Linie genannt. Ebenso wird die ge- 
meinsame Grenze, der sich die Masszahlen der Flächen der in 
die krumme Linie ein- und umschriebenen Vielecke ohne Ende 
nähern, die Grösse der von der krummen Linie begrenzten 
Fläche genannt 

Aehnliches gilt von der Länge räumlicher knunmer Linien. 

Anmerkung. Die eben erwähnte Betrachtung der Länge 
einer krummen Linie führt zur Voraussetzung, dass alle Linien 
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aus congruenten Linien-Elemeiiteii nuHunmeiigesetzt sind. Nach 
dieser Vorsiellung ist die Gerade durch die Eigenschaft bestimmt, 
dass zwischen je swei Pnncten die kleinsta Aniahl Ton Elemen- 
ten enthalten ist, der Kreis dadurch, dass immer je zwei aof 
einander folgende Elemente denselben Winkel bilden, n. s. w. 
272. Httlfssatz. Projicirt man das Dreieck ABC ortho- 
gonal auf eine durch BC gelegte Ebene, so stellti 
wenn A' die Projection Ton A ist, das. Dreieck A'BC 
die Projection des Dreiecks ABC dar. Zieht man 
AD 1. BC, so ist A'D ± BC. Wegen AD > A'D 
ist das Dreieck ABC> A'BC^). 

Daraus folgt: In jeder Pjramide bt die Summe 
der Seitenfiftchen grOsser als die Grundfliche. 

Beschreibt man in das Innere eines Ton «ner 
solchen krummen Fliehe, welche Ton einer Geraden 
in höchstens zwei Puncten geschnitten werden kann, begrenzten 
Körpers fortgesetzt Polyeder von immer grosserer Flichenzahl, 
so wftchst die Oberflftche der Polyeder mit der Flftchenzahl fort- 
während. 

Deschreibt man fortgesetzt Polyeder ron immer grosserer 
Fluchenzahl um den Körper, so nimmt die Oberfliehe mit der 
FlUchonzahl fortwährend ab. 

Die gemeinsamen Grenzen, denen sich die Masszahlen der 
Oberflächen und der Inhalte der ein- und umschriebenen Polyeder 
fortwährend nähern, werden die Masszahlen der Oberfläche 
und des Inhaltes des von der krummen Flftche begrenzten 
Körpers genannt. 

Anmerkung. Analog wie in Ai*t. 271 kann man sich alle 
Flächen aus congruenten Flächen -Elementen (die von Linien- 
Elementen begrenzt sind) und den Raum aus congruenten Raum- 
Elementen (die von Flächen-Elementen begrenzt sind) bestehend 
denken. Die auf dieser Betrachtungsweise beruhenden Rechnungs- 
methoden sind unter dem Namen „Methode des Unendliohkleinen** 
bekannt. 



*) Man kann daR Vcrb«^ltni88'der beiden Dreiecke leicht angeben. 
Bezeichnet man mit a den Neigungswinkel der Ebene ABC mit ihrer 
Projection A'BCy bo ist « =- A'l^A und 

ABC-, ABC '^ AD: A'D '^ 1 :C08«. 

Da jedes Dreieck in zwei Dreiecke der angegebenen Art und jedes 
Vieleck in Dreiecke zerlegt werden kann, so fo^: Die orthogonale 
rrojection eines Vielecks auf eine Ebene ist gleich der Fl&che des Viel- 
ecks raultiplicirt mit dem Cosinus des Neigungswinkel der beiden 
Ebenen. 
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Anwendan^en« 

273. Durch Anwendung des Grenzbegriffes auf fthnliche 
kmmme Gebilde erhält man folgende Sätze: 

a) Die ümfönge oder entsprechenden Theile der Umf&nge 
zweier ähnlicher krummer Linien verhalten sich wie zwei ent- 
sprechende Linienstücke. 

Insbesondere: Die Umfange zweier Kreise verhalten sich wie 
ihre Halbmesser. 

b) Die Flächen zweier ähnlicher Figuren verhalten sich wie 
die Quadrate zweier entsprechender Linienstücke. 

Insbesondere: Die Flächen zweier Kreise verhalten sich wie 
die Quadrate ihrer Halbmesser. 

Die Oberflächen zweier Kugeln verhalten sich wie die 
Quadrate der Halbmesser. 

o) Die Inhalte zweier ähnlicher Körper verhalten sich wie 
die dritten Potenzen zweier entsprechender Linienstücke. 

Insbesondere: Die Inhalte zweier Kugeln verhalten sich wie 
die dritten Potenzen ihrer Halbmesser. 



Kreisreclmiuig« 

274« Für die Bestimmung des Dmfanges u eines Kreises 
vom Durchmesser d <-■ 2 r genügt es den üidfang n eines Kreises 
vom Durohmesser 1 zu kennen; denn aus 

u : 9r »■ d : 1 , folgt u^^nd^»2nr . 

Da man den Kreis als die gemeinsame Grenze der ein- und 
umschriebenen regulären Vielecke von immer grösserer Seiten- 
zahl betrachten kann, so kann man durch Berechnung der Um- 
fange dieser Vielecke die Zahl n näherungsweise bestimmen. 

Für die Fläche des Kreises erhält man durch Anwendung 
des Grenzbegriffes nach Art 258 

fmm ^ tir K.ji^r'; 

man kann daher auch aus den Flächen dieser Vielecke die Zahl 
befinden. 

Für die Berechnung dieser Vielecke dienen die in Art 268 
entwickelten Formeln. 

Die Berechnung der Umfange beginnt man am bequemsten 
mit dem einem Kreise eingeschriebenen Sechseck, dessen Um- 
fang also ■■6r«i"8-2rist Der Umfang des umschriebenen 
Sechseckes ist — 3.46410 X 2 r. Damit erhält man die Um- 
ifaig» der «in- und umschriebenen 12 Ecke, 24 Ecke, • • 
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fluitimiM 


UaflMg ftr tr ftk Etnhdl 


ImMrer 


A0Qlt€Nf 


6 


8 


8.4841018 


It 


8.1058S88 


8.8188808 


U 


8.1888886 


8.1898608 


48 


8.1888808 


8.1480888 


M 


8.1410818 


8.1487146 '^ 


I9S 


8.1414884 


8.1418780 


M4 


8.1418878 


8.1416687 


7«8 


8.1418888 


8.1416101 


iftae 


8.1418804 


8.1418870 



IL t. W. 



SattannU 



4 
8 

16 

88 

64 

128 

866 

612 

1024 

8048 



FlielM I8r r* 8la EUOmü 



laaera 



8 
8.8884871 

8.0614674 
8.1214461 
8.1866484 
3.1403311 
3.1412772 
8.1416188 
3.1416729 
3.1416877 

n. t. w. 



8J187086 
8.1886978 
8.1617849 
8.1441188 
8.1422236 
3.1417608 
3.1416321 
3.1416026 
8.1416961 



mithin auf fttnf Bielien genau n '^ 3.14159. 

Fig. 80. 276. Die erste Berechnung der Zahl 

wurde von Arohimedes durch Beieclm 
der Umfange des ein- und umeehrie 
regulären 96 Eckes ausgeführt 

a) Halbirt man in dem einem Halb! 

^' ^ eingeschriebenen Dreiecke ABC den "Winki 

durch die Gerade CB^ welche die Seite AB vdl E 

so ist 

AEiEB^ACiBO 

und A ADE ^ A ODA^ 

also ADiAE'^CDiOA. 
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Duraiis folgt 

AE : ÄC ^ AB : ÄC + BC, 
AEiAC'-'ADiDC. 

Ist nun C ""> ^ 7?, so ist AB : AC -»1:2, mithin auch 
ABiBC und AB:AC+ BC bekannt. Damit ist auch ADiDG 
also auch AD : AC gegeben. AD : AC ist das Verhftltniss der 
Seite des einbeschriebenen 12 Eckes zum Durchmesser. 

b) Ebenso erhftlt man aus dem Verhttltnisse BA: BC das 
Verhältniss 

BEiBC^BA : BC + AC. 

Daraus folgt: Ist das Dreieck ABC bei B rechtwinklig 
und Winkel C--> -^ 1?, so stellt, wenn man aus C mit BC als 
Halbmesser einen Kreis beschreibt, BA: BC das Verhftltniss 
der Seite des umschnebenen 6 Eckes zum Durchmesser, und 
BEiBC das Verhftltniss der Seite des umschriebenen 12 Eckes 
zum Durchmesser dar. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhttlt man das Ver- 
hältniss der Seite des 96 Eckes zum Durchmesser. 

Für die einbeschriebenen Vielecke setzt Archimedes die Seite 
des 6 Eckes »■ 780 und nimmt bei der Berechnung der für die 
späteren Vielecke vorkommenden Quadratwurzeln die grösseren 
Zahlen; damit findet er, dass das Verhftltniss der Seite des 

66 

96 Eckes zum Durchmesser grösser als . , also das des üm- 

fanges zum Durchmesser grösser als -z^-^ ist, welche letztere 
Zahl grösser als d|f ist 

Für die umschriebenen Vielecke setzt Archimedes die Seite 
des 6 Eckes -i- 163 und nimmt bei der Berechnung der Quadrat- 
wurzeln die kleineren Zahlen; damit findet er das Verhftltniss 

des 96 Eckes zum Durchmesser kleiner als , . , also das des 

\AeuEt9L 

ümfanges zum Durchmesser kleiner als - . , welche letztere 

Zahl kleiner als 8| ist Das Verhftltniss des Kreis -Ümfanges 
lom Durohmesser, d. i. die Zahl tt, liegt also zwischen den Oren- 
len Z\i und d|. 

Durch Vieta (um 1579) wurde die Zahl ^ bis zu 10 Deci- 
malen, durch Ludolf von Ceulen (um 1586) bis auf 20 und 
spftter bis auf 35 Stellen berechnet. Nach ihm wurde n die 
Ladolfsche Zahl genannt. Auf 10 Stellen genau ist 

% — 3-1415926536. 



KreiivaeliiiQiig. 
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Anmerkung. Dm VerhUtaiBS »-"31 haitft daf Arehi- 
medische. Für die Praxis meist aosreiehend ist der Werth 
9K m ^^ m 3.14159292, welcher Ton Metins, einem Zeitgenossen 
Ludolfs, angegeben wurde. 

276. Die oben angeführte Berechnung Usst sich durch die 
Huyghens^schen Süm bedeutend abkürzen. 

a) Beschreibt man in einen Kreisabschnitt (der kleiner als 

der Halbkreis ist) ein gleichschenkliges 
Dreieck, und in die durch dessen Schen- 
kel gebildeten Kreisabschnitte wiederum 
gleichschenklige Dreiecke, so ist die 
vierfache Summe der letiteren grOsser 
als das erstere. 

Ist OC±ÄA\ D die Mitte des 
Bogens^C, DE±OC, so ist das Drei- 
eck ABC die Hftlfte des Dreiecks ÄAV, 
und das Dreieck DEC die HUfte eines 
der beiden in die Kreisabschnitte über 
CA und CA' beschriebenen Dreieeke. 

Nun ist ABC : DEC ^AB^CBi DE* CE. 

Da nach Art 161, 1) Ic^ : DC^ — CB : CE ist, so folgt 

ABC : DEC — AB • Jc* : DEDC^. 

Wegen AB KAC'^IDE, AC<2DC folgt 

ABC:DEC<S: 1. 

Setzt man dieHes Verfahren fort und bezeichnet das ursprüng- 
liche Dreieck AA'C mit A, die erhaltenen neuen Dreiecke mit 
Ai, Ag, A), * * * 'i 80 i8t die Fläche S des Kreisabschnittes 

*S = A + 2Ai + 4Aj + SAaH 

Ai > i A. A2 > 1 Ai, al8o A, > —- A u. s. w. 

5>A(i+| + ^ + ----). 

oder S>^ A ÄC. 

b) Beschreibt man über der Grundlinie des ersten gleich- 
8cheukligen Dreieckes ein zweites, dessen Seiten Tangenten an 
den Kreis sind, so schneidet die Tangente, welche den Kreis in 
der Spitze des ersten Dreieckes berührt, von dem zweiten ein 
Dreieck ab, welches grösser ist als die Hfilfte des ersten. 

Ist CF J. OC, so ist das Dreieck GGF die Hftlfte des toh 
der Tangente in C vom Dreieck AÄQ abgeschnittenen Draieekea. 
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Nm ist 



rf g ^ 



ÄBCiÄBG^BCiBG 
ABG : rCG — BG^ : CG^, 
ABC : FCff ^BC.BGi CG\ 



Dft BC<CG (wegen -AF— FC<FG\ who BG <%CG isi, 

80 folgt 

jiÄ(7:FCff <2:1. 

Durch Forteetsang dieses Yerfalireiis erhftlt man den Satx: 
Sind 8 und S' die beiden FUehen, in welche das Dreieck AA'G 
Ton dem Kreisbogen zerlegt wird, wo S' der Ton beiden Tan- 
genten begrenzte Theil ist, so ist 

S'>iS, also S + S'KiS, 

oder S<i AÄG. 

Vermittelst der beiden Sitze in a) und b) lassen sich engere 
Grenzen angeben, innerhalb welcher die Kreisflftche liegt 

Ist die Sehne AA' die Seite eines eingeschriebenen regu- 
lären fi Eckes, so erhSlt man durch Addition der Flftche dieses 
n Eckes zur Summe der Fliehen der Kreisabschnitte und zur 
Summe der zugehörigen Dreiecke, wenn die Flfiche des Kreises 
mit J*, die des ein- und umschriebenen n Eckes mit /*» und T^ 
bezeichnet werden, mit Berücksichtigung, dass 

«S + A-F, 

nAÄC^f^ - U, nAÄG — F, - A, 

aus a) F>ft. + \{ft,-fn), 

aus b) F<\Fn + \fn — Fn-\(,Fn- fn) } 

oder, was dasselbe ist, 

fu + i (fu - fn)<F<Fu - i (F^n - /ii.)- 

Aus der in Art 274 gegebenen Tafel erhttlt man für die 
Zahl n die Grenzen: 

untere G. 

3.10 

3.139 

3.1414 

3.14168 3.14160 u. s. w« 

also aus dem 32 und 64 Eck bereits dieselbe Genauigkeit wie 
aus dem 2048 Eck. Aus dem 128 und 266 Eck erhftlt man n 
bereits auf sieben Stellen genau. 



Seitenzahl 

4,8 
8,16 
16,32 
32,64 



Obere G. 

3.16 
3.142 
3.1416 
3.14160 



Kegel and Cyliader. 1S5 



277. Iit I die Länge des Kreiebogeu tOr im m 
ansgedrttokten MittelponoUwinkel «i eo folgt aas 

Die Zahl l : r nennt man den in Theflen des 
auigedrttckten MittelpunoUwinkel a. Ist der 
resp* in Minuten, Secunden gegeben, was dnrek m\ 
net werden soll, lo ist 



860.60 860-60* * 

Die Zahl '3^^:^i — 0.000004848136811 weiehl 
von sin l"' ab, es ist daher 

« ■■ sm 1 • or , und a ■■ a : sin 1 , 
wo 1 : sin l'' — 206264.8062 ist 

Ist f die Flttche des zugehörigen Kreisseetors, so folgt 



Kegel nud Cjllnder« 

278. Die Seiten (Mantel) fläche eines geraden Kegels ist 
gleich einem Kreisausschnitte, dessen Halbmesser gleich der Seite 
des Kegels und dessen Bogen gleich dem umfange der Grund- 
fläche des Kegels ist Ist $ die Seite, r der Badius der Ghnmd- 
fläche, so ist der Mantel M 

Die Seitenfläche eines geraden Cylinders ist gleich dem Pko* 
ducte des ümfanges der Orundfläche mit der Seite. 

279. um die Seitenfläche eines geraden Kegelstumpfes sa 
bestimmen, denke man sich denselben zum Kegel ergänzt und 
bilde den unterschied der beiden Seitenflächen. 

Ist $ die Seite des Stumpfes, 5 -»«-{- s' die Seite des er- 
gänzten Kegels, also $' die Seite des Ergänzungskegels, r der 
Badius der grösseren, r' der Badius der kleineren Orundfläehe» 
so ist die Seitenfläche M des Stumpfes 
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Nnn ist 



also 



S 



r : r 
ra 



S 



9 ^^ 



« + «', 

r 8 



Fi0. 8S. 




r — r ' r — r 

Jl/"-« «(r + r') 8 '^ 2nQ8^ 

wo 2 ^ ■■ r -{- r' der Durchmesser des durch die Mitte der Axe 
parallel zur Orondflftche gelegten Schnittes ist. 

280. Denkt man sich den Kegelstumpf dui-ch Umdrehung 

der Strecke ^9 um die Gerade Ä'B' als Axe 
erzeugt, so ist, wenn C die Mitte von AB ist, 
die Seitenfläche des Kegelstumpfes 

M^2nCC''ÄB. 

Ist C0± ABxmd BD± AÄ also J&D— B^A\ 
so ist A ABB r^ A OCC^ mithin 

AB : XB'— OCiCC oder ABCC — A'B'^OC, 

M—27t'OC*A'B\ 

281. Der Inhalt eines Cjlinders ist gleich dem Producte 
aus dessen Grundflftche und Höhe. 

Der Inhalt eines Kegels ist gleich dem dritten Theile des 
Productes aus der Grundfl&che und Höhe. 

Der Inhalt eines Kegelstumpfes ist gleich dem dreier Kegel, 
welche die beiden Grundflächen und das geometrische Mittel der- 
selben zu Grundflächen und die Höhe des Stumpfes zu Höhen 
haben. Ist K der Inhalt, so ist 

jr«.|«(r« + r'* + rr')7i. 

VergL Art. 266. 



also 



Die Kugel. 

282. Denkt man sich in ein Stück eines Halbkreises, etwa 
AL^ eine gebrochene Linie ABC'*'L^ deren geradlinige Stücke 
ABf BC^"^ beliebig klein vorausgesetzt werden können, ein* 
gezeichnet, und die ganze Figur um den Durchmesser des Halb- 
kreises gedreht, so beschreibt das Bogenstück AL eine Kugel* 
Zone, und jedes der geradlinigen Stücke AB^ BC^*** der 
gebrochenen Linie die Seitenfläche eines Kegelstumpfes. 

Sind f*!, r,, r,, • • • r« die Abstände der Mitten der Seiten vom 

Mittelpuncte und \yh^ih^^ die Höhen der Kegelstumpfe, so ist 

die Summe Z der Seitenflächen dieser Kegelslumpfe nach Art. 280 

Z— 2«riA| + 2jfr,Ä,H \r2nuK* 



Dit KvgaL 157 

L&s8t man h^^ li,, A« immer mehr und mehr ab- 
nehmen, 80 nähert sich Z immer mehr der SeiienflAche der 
Zone; fn »t, r,, • • • r» dem Halbmesser r der Kugel: man erhält 
daher 

wo h die Höhe der Zone bedeutet, d. h. : 

Die Seitenfläche einer Kugelione ist gleich dem Producte 
aus dem Umfange eines gr^ssten Kreises und der H5he der Zone. 
Ist /i ■» 2 r, so ist Z '^ 4 irr* die Oberfläche der Kugel; d. h.: 

Die Oberfläche der Kugel ist gleich der vierfache n Fläche 
eines grössten Kreises. 

283. Der Körper, welcher einen beliebigen Theil der Kugel- 
fläche als Grundfläche und den Inbegriff der sum Umfange der- 
selben gezogenen Halbmesser lur Seitenfläche hat, heisst eine 
sphärische Pyramide. 

Denkt man sich in die Grundfläche dieser Fjrramide eine 
gebrochene Fläche beschrieben, so kann man die sphärische 
Pyramide als die Grenze der Summe Ton eingeschriebeiien Pyra- 
miden mit dem Kugelmittelpunete als Spitze betrachten; man 
erhält den Satz: 

Der Inhalt einer sphärischen Pyramide ist gleidi dem dritten 
Theile der Grundfläche multiplicirt mit dem Halbmesser der KugeL 
Ist also B die Grundfläche, so ist K^»\Br* 

Ist ^ ■■ 4 r* 9r, d. i. gleich der Oberfläche der Kugel, so 
erhält man den Inhalt der Kugel 

Jet die Umfangsliuie der sphärischen Pyramide ein Kreis, 
so heisst die Kugelpyramide ein Kugelkegel. 

Ist h die Höhe des Kugelabschnitts, so ist der Inhalt des 
Kugelkegels 

«= 2jrr/i • Y «= }r*jrÄ. • 

284. Der Inbalt des kleineren Kugelabschnittes ist gleich 
dem Unterschiede des Kugelkegels und des Kegels mit dem Schnitt- 
kreise als Grundfläche. Ist q der Uadius der Grundfläche, so ist 
der Kugelabschnitt 

Wegen ^* — /i (2 r — /i) ist der Kugelabschnitt 

285. Die Kugelschicht ist der Unterschied zweier Ab- 
schnitte. 



158 FOnftet Baoh. 

Sind A, h' die Höhen der Absohnitte, ^, ^' die Halbmesser 
der SohnittfiSchen, so ist die Kngelschicht 

— i«A*(3r — ») — i«Ä'»(3r — *') 

— « (A — Ä') [rh + rh' — \ (A» + AA' + A'«)]. 

Aus 2 r A — f* + A*, 2 rA' — q* + A'* folgt 
rh + rA' - i (,' + /•) + i (A» + A"); 
also die Kngelschicht 

- - T (* - *') (*• + *") + T (* - *')• 

WO JB* >a /i — ft' die Höhe der Schicht bedeutet. 

Die Kagelschicht ist daher gleich der mit der Höhe der 
Schicht als Durchmesser beschriebenen Kugel vermehrt um das 
arithmetische Mittel der Cjlinder, welche der Schicht ein- und 
umschrieben sind. 

286. Die Fl&che des sphärischen Zweieckes verhSlt sich 
sur ganzen Kugelfläche, wie sich der sph&rische Winkel an einer 
der Spitzen des Zweieckes zum vollen, 

287. Sind A^ B^ C die drei Winkel eines sphftrischen 
Dreieckes, und werden dessen Seiten zu Halbkreisen verlängert, 
so erhttlt man drei sphärische Zweiecke «, ßy y mit den Winkeln 
-1, B, C. 

Wegen a iF^^A : 360 u. s. w. und F— « 4ffr' folgt 

f *{A + B + C— 180^) 'r« 
' ~ 180« 

Der Unterschied A + B + C— 180® wird sphärischer 
üeberschuss genannt; bezeichnet man denselben mit E^ so ist 
in Oraden ausgedruckt 

TP 180 F 

Zusatz. Die Fläche eines sphärischen Zweieckes, dessen 
Winkel 1® beträgt, nennt man einen Flächengrad; die Kugel- 
fläche enthält 360 Flächengrade. Drückt man f in Flächengraden 
au8| so ist 

2f^A + B + C— 180^ 
also die Grösse 2 f mit dem sphärischen üeberschuss identisch. 



Anhang. 

1b BelliaB. 

1. Eine unendlicha Reihe mit fallenden Gliedern ron dep 
Eigenschaft, dass sich die Summe von n Gliedern bei foriwShrea- 
der Zunahme der Zahl n ohne Ende einer bestimmten, endlichen 
Zahl n&hert, heisst conyergenl Z. B. Eine fidlende geome- 
trische Reihe ist (nach Art 157 der Arithmetik) conTergeAt. 

Sind iwei unendliche oonrergente Reihen 

-4o + ili« + il,«' + ««und B^ + B^x + B^s^ + **^ 

wo A^^ il|, • • Bq^ £|, • • oonstante Coefificienten bedeuten, flir 
jeden Werth von x ^^ bis x^ Xi einander gleich und inner- 
halb dieses Werth -Intenralles oouTergent, to mttssen die Coeffi- 
cienten der gleichen Potenzen Ton x einander gleich sein, d. h. 

Äq ■" Bqj Ai ■» ^j, 'A^ ■" Bj, u« B. w« 
Denn setzt man x -» 0, so folgt A^»^ Bq und damit 

x(Ai + -A, Ä + • • ') ""^C-^i + -^1* +••)» 

welche Gleichung auch für Werthe von x, die von Null Ter- 
schieden sind, bestehen soll; daraus folgt 

-4i + ^ X + . . — i?4 + -B, » + • • 

Setzt man ^j a; + • • ■— a, J?, x + • • ■— 6, so kann der 
Unterschied A^ — B^^^h — a zugleich mit x beliebig klein ge- 
macht werden, was nur möglich ist, wenn A^ — B^^^O^ alao 
Ay^ B= By ist. Ebenso folgt A^^^» B^^ u« s. w. 

2. Ist a ein in Theilen des Halbmessers ausgedrückter kleiner 
Winkel, so kann man 

sin « ■» ^ -|- ^j or 4" '^ <** H" • • ' 
cos a ■» J^Q -f" ^1 ^ 4" -^t ^' 4~ * * ' 

setzen, wo A^^ Ai '* ^^f -^i»*' ^^^^ '^ bestimmende Coeffi- 
cienten sind. 
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Da 8m( — «) "^ — *u^« ^>^d <^b( — a)-«0O8a ist, so 
folgt: dM8 die Bcdha für sin a nur ungerade Potenzen von «, 
und die Reihe für eo8 « nur gerade Potenzen Ton a enthalten 
kann; also 

C08 a — J?o + ^t «' + ^4 «^ + - * * 

iMi AB der Bogen zum Mittelpnnctuwinkel a, r der zuge- 
vig St. y^^T^ge Badine, so sind 

r* tan «, r* «, r* sin a 

das Doppelte des Dreieckes AOD^ Seotors AOB 

nnd Dreieckes AOB. mithin 
A C 9 

tan a > « > sin «1 




woraus 



> cos o und 1 > folgt. 



Es liegt daher der Quotient — ■ ilj + ilj «• + 



zwischen den Grenzen oos a und 1. Wird a immer kleiner , so 

nfthert sich also immer mehr der Einheit und f ür sr «i« 

a 



ist=^ — 1— A. 

Die Reihe für sin« hat also die Form 

sin o ■» « -{- fla' -|" ^^ -{-.•• 

FQr die Cosinusreihe erhält man: 

Ist a »- 0, so wird cos a «» J9 -» 1. 

Man kann ausserdem noch den Coeffidenten B^ bestinmien. 
Aus oos ff' -» 1 — sin ff' folgt, wenn man die Reihen setzt, 

1 + 2 5, ff* + • • — 1 — ff* , 

nuttun B^^ — \- 

Die Reihe für cos a hat also die Form 

oosff<^l j+ai«r* + 6j «•-{-•• 

Um die übrigen Coeffidenten zu bestimmen, beachte man, dass 

2 cos ff* ■> 1 -f- oos 2 ff 
2sinff*"-l — cos2ff 

ist» Aus den obigen Rdhen erhftlt man 



• • 



Batwiekeliiiig der gonknaetriadieB FuactkuieB «. t. w; 161 

008 «• — 1 — «* + (I 4- 2 Äj ) 1^ + (— aj + 2 »1 ) «• + • . 
■in «• — «• + 2 aa* + (a* + 2 6) «• H 

oot 2 « — 1 — ^yi-' + a, (2 ay + b^ (2 «)• + •• 

Sekt nuui diese Werthe in die erste Oleiehung, so erliSlt man 

2 - 2 «« + 2 a + 2 o, ) «* + 2 (- o, + 2 60 «• + . . 
— 2 — 2 «• + 16 fli «* + 64 6^ «• + 
woraus 

i + « «1 — 8 All — «i + 2 *i — 82 6i, 

•» ■" 24 "■ 2^.4' ^* — 720 ~ "" 2.S.4^.6 » * * 

COS tt "■ 1 — — + — • -T- • • 

2 ~ 2.8.4 2 J.4.6.6 » 

folgt 

Die sweite Oleichong geht über in 

2a«+ 4aa*+ 2 (a*+ 26)«*+.. — 2«"— 160^ «*— 64 6| «*+••, 

woraus 

^ ■" 6 "■ 2.8» 120 — 2.8.4.6' * * 



• • 






folgt 

Durch Diyiaioii erhftlt man 

tan« — «r + y + jj«* + -- 
$• Um aus sin a den Bogen « su bestinuneni setie man 

Die Form dieser Reihe folgt unmittelbar aus dem Vorher- 
gehenden. Dieser Werth von « in die Reihe ftür sin « gesetit| 
muss derselben Oenflge leisten. Dies giebt 

sin« — sin« +(« — !) «^ «* + V ~ ¥ + So) "*•*+ '"t 
mithin 

a — i — 0, * — f + ito — O ^ ». w. 
1 ^ 8 1 1.8 

M* *^ 40 5 2.4» 



, - sin«* I U sin«* , 

VrlithAvf, QmmOH«. t. AaS. 11 
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Auf fthnliohe Art erhiUt man 

. tan «' , tan a* 
a -■ tan« r 1- 



• • 



8 ' 6 

Setst man in dieser Gleichung tan a ■■ 1, so ist er ■» -ji 



Setzt man « -{~ Z' ~ t f ^^<^ a ■» ^ , so folgt aus 
"»»V«T^P; 1 — tan«tan|l *»«*^K 8* 



niithi*! 

/ 1 L 4. J_ _ 

% I « 8 «• ' 6.«» 

^" +1_ J. + A. _.. 
l ~ 8 8.8" ~ 6.8» 

welche Reihe zur Berechnung der Zahl n ganz bequem ist. 

Anmerkung 1. Ist h sehr klein^ so folgt fOr sin (o -|- A) 
und cos (tf -|~ ^)y indem man cos A — 1 und sin A »■ A setzt, 

sin (a -^^ h) '^ sina ^ eos a» h^ 
cos (a-{~A)«»cosa — sin«*A. 

Anmerkung 2, Ist a klein, so kann man näherungsweise 

sin « — a ^1 — |-j, tan a — a ^1 + jj 

setzen. 

Wegen a ■» a'' sin 1 ^ folgt: 

log sin a -» log «" + log sin 1 " + log ( 1 — -g- ) i 
log tan tf ■— log «" + log sin 1 " + log ( 1 + y ) • 



Setzt man 



so wird 



« — logsinr + log(l-^) 
r— log sin 1" + log (l + ^) 



log sin a "» log a -{- 5 
log tan « — log a" + T. 

Wegen der Kleinheit von a sind S und T von log sin 1^ 
nicht Tiel Terschieden. Diese Formeln dienen zur Berechnung 



■- s. w. 16S 

dar LogariIhmMi tob Biwu ud TIngMS kkianr Wiakd maA 



kwMnmg elMt liMrlatrhi« Dw l ie fc w» immm MUtm im T«fw 
MltBlwa ■■■ llil»«ininr ttor Kagil Mhr kldta alBi« 

1. Mit maa in 

. €M« — oot ft eosc 

BB d nne 

für Sbiu QBd CouBos dar Beiteii dio BoäMBi nad TonwuhllMigi 
die Gliodor flbor die Tierto Potem, ao orliitt maa 

^•^ *c (l - Hfc* + e«)l • 

Sotii um, wogw ^^^ — j^^ »ak« ■- 1 + «, ftr 
j^^jjjrq:^ doB Worth l +*(»• + €»), ao «Altt 

*t + g t — >» tm*b* + taV + td'c» — g* -. y — c* 



Bind Ä\ S\ C dio Wiakol einaa obanaa Draiookoa bü daa- 
aolboB Soitoa a, 6, c, ao iat 



^^^_ 6' + c«-o« 



mithin sinA'* 



aa«6» + fo«c» + «6«c« — o* — »*-c« 



46«c« 
Ea iat daher 

coa il -» cos ii' — — sin A^. 

a 

Seüt man ^ •« il' -f~ ^i ^uid vemacUiaaigt dio kOhoren 
Poienien von x, so wird 

ooa Ä ■» cos ii' — X sin il'. 

Durch Vergleichung erhalt man 

he . .. F 
«--jpamil -y. 

wo F die Fläche dea ebenen Dreieckes bedeutet. 
Ea iat daher 

^-^' + T. 
und ebenao jB ■» if' 4~ t 

C-C' + f, 
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also Ä + B + C — n + Fund F '^ Ä -}- B + C — n der in 
Theilen des Halbmessers ausgedrückte sphärische Ueberschuss E, 
Bei dieser Ableitung wurde die Voraussetzung gemacht, dass 
die Seiten a, 6, c in Theilen des Radius der Kugel gegeben sind. 
Sind, wie gewöhnlich, die Seiten in einem anderen Masse .(etwa 
in Klaftern) gegeben, und ist r der Halbmesser der Kugel, so ist 

statt a, &, c resp. — , - , — zu setzen. Es ist dann 

F JE 

E «=BB -- und E ™*» -.- -777 • 
r* Bin 1 

Vermindert man daher jeden sphärischen Winkel nm ein 
Drittel des sphänschen Ueberschusses, so erhält man die Winkel 
eines ebenen Dreieckes, dessen Seiten mit denen des sphärischen 
Dreieckes gleiche Länge haben. 

2. Die Anwendung dieses (Legendre'schen) Satzes geschieht 
nun derart, dass man zunächst die Winkel des sphärischen Drei- 
eckes als die des ebenen betrachtet, damit den Flächeninhalt und 
aus diesem den sphärischen Ueberschuss (in Secunden ausgedrückt) 
rechnet Damit erhält man die genauen Werthe der entsprechen- 
den Winkel des ebenen Dreieckes und aus diesem die gesuchten 
Stacke des sphärischen. 

Beispiel. Für das sphärische Dreieck 

a — 2® 20' il — 48® 12' 25".83 
fc — 2UO' -B — 68® 26' 46".19 
c — 3® 0' C — 73® 24' 66''.88 

■ 

findet man nach dem Legendre'schen Satze, wenn die drei Seiten 
gegeben sind, fUr den Ueberschuss £«■ 3' 7''.d28, und damit 
für il, £, C Werthe, welche von den obigen um 0''.03| 0^06, 
O^-Od yerschieden sind. 

Aus a, &, C findet man für den Ueberschuss £ ■- 3' 7'^.860. 
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